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PRESENTACIÓN 


El presente Dossier, denominado Electromagnetismo, fue concebido fundamentalmente para 
apoyar el proceso de ensenanza aprendizaje de la asignatura Electromagnetismo (FI-604) de 
todas las Carreras de Ingeniería Ejecución y Civil. Sin embargo, este material pedagógico 
también sirve para otras carreras de la universidad en las cuales el electromagnetismo es una 
de las asignaturas dei curriculum de las siguientes carreras: Pedagogia en Física y Matemática, 
Agronomia y Tecnologia Médica. 

Es importante destacar que la forma, el grado de desarrollo y el nivel matemático con el cual 
está redactado el Dossier, es básicamente el mismo nivel con el cual se desarrollan las clases 
expositivas en las carreras de ingeniería. Esto puede servir para que los estudiantes puedan 
contar con un apunte de clases y no deban preocuparse por tomar notas muy elaboradas. Esto 
permitirá que los alumnos, en cada clase, se puedan dedicar al proceso de comprensión de las 
matérias correspondientes al curso de Electromagnetismo. 

Si el nivel matemático dei Dossier es un poco avanzado, o diferente dei empleado en otras 
carreras, de todas maneras el Dossier puede ser una herramienta útil para el estúdio individual 
de los alumnos, ya que los problemas resueltos y los solucionados de las pruebas, han sido 
realizados con mucho detalle, explicando las razones físicas por las cuales se realiza cada uno 
de los pasos dei desarrollo. 

Este Dossier está organizado según cuatro unidades que engloban temas con fuerte relación 
entre si. En el programa de la asignatura estas cuatro unidades no tienen nombre, pero para 
efectos de la mejor clasificación y mejor ubicación de la matéria por parte dei alumno, le 
hemos puesto un nombre específico, a saber, 

Unidad I: Electrostática 
Unidad D: Ley de Gauss 

Unidad III: Condensadores, Resistência Eléctrica y leyes de Kirchhoff 
Unidad IV: Magnetismo 

En cada unidad hemos colocado apuntes de matéria con los tópicos más relevantes; a 
continuación hemos colocado un conjunto de problemas resueltos con todo detalle y con 
muchas explicaciones. Algunos de los problemas resueltos también aparecen más adelante en 



la sección Solucionario de Pruebas. La razón de dicha repetición, dice relación con que no 
siempre en los solucionarios se emplean explicaciones tan detalladas como en los problemas 
resueltos. Además, así el alumno sabe que los problemas resueltos son dei mismo tipo de 
problemas que se preguntan en las pruebas de cátedra. 

Al final de las cuatro unidades desarrolladas con sus problemas resueltos, hemos puesto una 
selección de algunas pruebas resueltas en anos anteriores. Además, finalizamos este Dossier 
con una selección de Guias de Laboratorio, para que el estudiante pueda prepararse en la teoria 
de cada sesión de Laboratorio. 


v 
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PROGRAMA DE ASIGNATURA 
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II. OBJETIVOS GENERALES 


Al finalizar el curso, el alumno debe ser capaz de: 


1 











2.2.1 Unidad I: Electrostática 


1. Formular las ecuaciones dei electromagnetismo en lenguaje vectorial. 

2. Describir los comportamientos eléctricos y magnéticos en el vacío y en materiales, 
usando las leyes de Maxwell. 

III. OBJETIVOS ESPECÍFICOS 

1. Aplicar la ley de Coulomb para calcular campos eléctricos estáticos. 

2. Aplicar el concepto de potencial electrostático en la resolución de problemas. 

3. Aplicar la Ley de Gauss para dieléctricos. 

4. Enunciar y aplicar la Ley de Ohm. 

5. Definir y aplicar la expresión para la fuerza de Lorentz. 

6. Aplicar la Ley de Ampere. 

7. Aplicar la Ley de Biot-Savart. 

8. Aplicar la Ley de Gauss dei Magnetismo. 

9. Aplicar el concepto de flujo magnético para formular la Ley de Faraday. 

10. Aplicar la Ley de Ampere-Maxwell. 

11. Escribir las ecuaciones de Maxwell. 


IV. CONTENIDOS PROGRAMÁTICOS 

Unidad I 

1. Carga eléctrica. Conservación y Cuantización. 

2. Conductores, aisladores y semiconductores. 

3. Ley de Coulomb. Principio de superposición. 

4. Campo eléctrico. Intensidad de campo eléctrico. Cálculo de campos eléctricos. 

5. Potencial eléctrico. Relación entre potencial y campo eléctrico. 

6. Potencial debido a una carga puntual. Principio de Superposición. Aplicaciones 

7. Energia potencial electrostática. 

Unidad II 

8. Flujo dei campo eléctrico. Ley de Gauss. Propiedades de los conductores en 
equilibrio electrostático. 
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9. Dieléctricos. Campo electrostático en médios dieléctricos. Aplicaciones. 
Condensadores. Almacenamiento de energia en un campo eléctrico. 

Unidad III 

10. Corriente y densidad de corriente. Ecuación de continuidad. Resistência. 
Resistividad. Conductividad. Ley de Ohm. 

11. Fuerza electromotriz. Circuitos eléctricos y Leyes de Kirchhoff. 

Unidad IV 

12. Campo magnético. Fuerza de Lorentz. 

13. Fuerza magnética sobre alambres con corriente. 

14. Ley de Biot-Savart. 

15. Ley de Ampere. 

16. Flujo magnético. 

17. Ley de Inducción de Faraday-Lenz. 

18. Campos magnéticos variables en el tiempo. 

19. Relaciones entre electricidad y magnetismo. Ecuaciones de Maxwell. 


V. ACTIVIDADES 

DE APRENDIZA JE 

• Clases teóricas 


• Sesiones de Laboratorio (100% Asistencia) 

• Ayudantías. 



VI. SISTEMA DE 

EVALUACIÓN 


• 3 Pruebas de Cátedra: 25%, 25%, 25%. 

• Promedio de Notas de Laboratorio: 25%. 

• Prueba Recuperativa u Optativa según Reglamento de Docência: 40 % 
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2.2.1 Unidad I: Electrostática 


En esta unidad se estudia el comportamiento dei campo eléctrico producido por cargas 
eléctricas discretas y distribuciones continuas de carga en reposo relativo. Se discute la ley 
de Coulomb, el Principio de Superposición y la Ley de Gauss. También se estudia la 
formulación alternativa usando el concepto de Potencial electrostático. Se hace énfasis en la 
formulación vectorial de los conceptos y en la resolución de problemas. 

1.- Introducción general 

Nuestro universo está constituido, fundamentalmente, por matéria (partículas) y radiación 
(ondas). La matéria está constituida por átomos y moléculas. Los átomos son partículas 
muy pequenas de un tamano aproximado de 10“ IO [m] y están constituidos por una región 
central llamada núcleo, formada por protones y neutrones (salvo el átomo de Hidrógeno 
que no posee ningún neutrón) y rodeada de una nube electrónica. Una de las características 
dei átomo que más nos importan en este curso es la carga eléctrica. Esta característica o 
propiedad de la matéria o de los átomos se hace presente en dos de los constituyentes dei 
átomo: 

protón: partícula con carga positiva (1.60217733x10 l9 [Coulomb]) 
electrón: partícula con carga negativa (-1.60217733x10 l9 [Coulomb]) 
neutrón: partícula sin carga. 

Otra interesante propiedad de los átomos aislados es que su carga total o carga neta Q T , es 

exactamente igual a cero, es decir, el átomo siempre es neutro, Q T = '^ j q j = 0. Es 

i 

importante destacar que Q T se puede escribir como la suma de todas las cargas positivas 

N 

Q + = ^r/J presentes en el núcleo debido a los protones, y de todas las cargas negativas 

j =i 

N 

O 116 poseen los electrones que orbitan al núcleo, es decir, 

7=1 

2r=í>i ++ í>y =0 - 

7=1 7=1 
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Por lo tanto, para conseguir hacer presente la propiedad de la carga en un átomo aislado, 
debemos hacerlo interaccionar con otra partícula o sistema, de modo de conseguir quitarle o 
agregarle electrones, quedando de esta manera con un desbalance de uno de los tipos de 
carga. Cuando este desbalance ocurre, se pone en evidencia un comportamiento 
característico de los cuerpos cargados: las propiedades electromagnéticas en las cercanias 
de un cuerpo cargado, cambiem, variem, o en genered, se ven alteradas. 

La carga eléctrica posee varias propiedades muy interesantes: 

a) la carga libre está cuantizada, es decir, en la naturaleza, la carga libre más pequena o 
fundamental que existe, es la carga dei electrón o dei proton, es decir, 

\ c lfre\ ~ 1.60217733xlCT l9 [C], donde [C] se denomina Coulomb. La carga total Q de 

cualquier sistema es la suma algebraica de las cargas elementales q free presentes en el 

sistema, es decir, es la suma de un número entero de unidades elementales de carga 
eléctrica. 

b) Existen dos tipos de carga eléctrica: positivas (protón) y negativas (electrón). 

c) Las cargas de distinto signo se atraen y las cargas de igual signo se repelen. Este proceso 
define la interacción eléctrica. 

d) La interacción eléctrica entre dos cuerpos cargados, depende dei estado de movimiento 
de los cuerpos cargados en interacción. 

e) Cargas en reposo o en movimiento relativo constante producen campos electrostáticos y 
cargas moviéndose con velocidad constante producen corriente eléctrica y esta corriente 
eléctrica genera campos magnetostáticos. 

f) La carga eléctrica se conserva en un sistema cerrado. 

Cuando las cargas eléctricas interactuan entre sí, aparece una acción a distancia llamada 
cemipo eléctrico E{r,t) y campo magnético B{r,t) . En general, estos campos vectoriales 

dependen de la posición dei observador r y dei tiempo t . Para ciertos casos particulares, 
los campos no dependen dei tiempo y las corrientes eléctricas son constantes. Cuando esto 
ocurre, las teorias físicas que describen la interacción electromagnética son más sencillas y 
se llaman electrostática y magnetostática, respectivamente. En nuestro curso, estos serán los 
casos que estudiaremos en primer lugar dado el grado de simplicidad de las leyes físicas 
involucradas. Posteriormente estudiaremos los elementos fundamentales de la 
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electrodinámica, cuando los campos eléctrico y magnético presenten variación en el 
tiempo. 

En este curso queremos estudiar el comportamiento de los cuerpos cargados, cuando 
interaccionan entre sí, o cuando interaccionan con algún tipo de radiación electromagnética. 


2.- Ley de Coulomb 

Para percibir la existência de fenómenos de tipo eléctrico debemos poner en interacción dos 
o más cuerpos cargados. Estúdios experimentales realizados por Coulomb y otros 
investigadores durante el siglo diecinueve, permiten enunciar la llamada ley de Coulomb, la 

cual da cuenta de la magnitud y dirección de la fuerza F u ejercida entre dos partículas 
cargadas en reposo relativo, q x y q 2 , como se muestra en la Fig. 1.1. 


*1 


O 

Figura 1.1 Fuerza Coulombiana entre cargas puntuales en reposo. 



Experimentalmente se ha demostrado que la fuerza ejercida por la carga ry, sobre la carga 
q 2 , se puede escribir en la forma: 


p 2i =k C h C lÁ r 2 r i ) _ k Ml_ g 


2 r n 


( 1 . 1 ) 


Los vectores f x y r 2 definen las posiciones de las cargas q x y q 2 con respecto al origen dei 
sistema de coordenadas que se muestra en la Fig. 1.1. En la relación (1.1) el vector 

s (A-n) 


r 2~ r i\ 


representa un vector unitário a lo largo de la línea que une los centros de las 


cargas puntuales. El valor de la constante k depende dei sistema de unidades empleado, y 
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se define en la forma k = 


4 JCE a 


Nm 

C 2 


= 8,9874xl0 9 


Nrn 
C 2 


. La constante se denomina 


permitividad eléctrica dei vacío y su valor es: £ 0 = 8,854x10 


-12 


c 2 


Nm 2 


La magnitud o módulo de la fuerza Coulombiana, F 21 = F 21 viene dado por 



( 1 . 2 ) 


donde r = \f 2 -r x \ es la distancia entre las cargas. Es interesante destacar que la fuerza 
Coulombiana tiene alcance hasta el infinito. La magnitud F 2] de esta fuerza es proporcional 
al producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia que 
separa las cargas. 



r 

Ligura 1.2 Módulo de la fuerza Coulombiana. 

La línea de acción de la fuerza está contenida en la recta que une las dos partículas 
cargadas, y la fuerza es atractiva si ambas cargas son de signo opuesto y es repulsiva si los 
signos de las cargas son iguales. Enfatizamos que esta relación experimental es válida sólo 
para dos cargas puntuales o partículas cargadas en reposo relativo , esto implica que la ley 
de Coulomb debe ser modificada cuando se trata de estudiar la fuerza ejercida entre cargas 
puntuales y cargas distribuidas sobre cuerpos macroscópicos, o entre cuerpos 
macroscópicos cargados, o entre cargas en movimiento relativo. Si las cargas puntuales 
están en movimiento, la ley de Coulomb no es suficiente para caracterizar la fuerza total 
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sobre las cargas. Experimentalmente se ha demostrado que la fuerza de Lorentz, F L , que 

actúa sobre una partícula cargada, en presencia de campos eléctricos externos E y campos 
magnéticos externos B , cualquiera sea el número de cargas existentes en su vecindad o la 
forma en que se desplazan, depende únicamente de la posición de la partícula cargada, de 
su velocidad, v , y de su carga q, en la forma: 

F L = q(É + vxB ) (1.3) 

Esta expresión define a la llamada Fuerza de Lorentz, y los vectores E y B definen los 
campos eléctricos y magnéticos que actúan sobre la carga q. Los campos vectoriales É y 
B son, en general, funciones de la posición y dei tiempo, es decir, 
É = É(x,y,z,t) = É(r,t) y B = B(x, y,z,t) = B(r,t). 

3.- Principio de Superposición 

Cada campo vectorial, É y B , cumple con el llamado Principio de Superposición, es decir, 
si un conjunto de cargas produce un campo eléctrico E ] en el punto P , y otro conjunto de 

cargas produce otro campo É 2 en el mismo punto P , entonces, el campo eléctrico vectorial 
resultante E R en dicho punto viene dado por la suma vectorial de los campos: 

É R =É l+ É 2 (1.4) 

Naturalmente, el mismo Principio de Superposición es válido para el campo vectorial 
magnético: 

B R = B l +B 2 (1.5) 

Vemos así que lo importante para describir la fuerza que actúa sobre una partícula cargada 
son los campos E(r,t) y B{f,t). Debemos enfatizar que el Principio de Superposición se 
cumple en el electromagnetismo, porque las ecuaciones diferenciales que describen el 
comportamiento de los campos E(r,t) y B(r,t) , son ecuaciones diferenciales lineales. Si 
las ecuaciones diferenciales no son lineales, no se cumple el Principio de Superposición. 
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4.- Teorema de Fuentes y Sumideros 

Enunciado: Todo campo vectorial A (por ejemplo el campo E[r,t) o ei campo B[r,t)) 
queda univocamente determinado en cada punto dei espado, conociendo la divergência 

(V ■ A) y el rotor (VxA ) dei campo A, siempre y cuando no existan fuentes ni sumideros 
en el infinito. 

En el caso de la teoria electromagnética que necesita la descripción de dos campos 
distintos, se necesita conocer la divergência y el rotor de ambos campos E y B, 
simultáneamente: 


Divergência => 

V ■ É 

y S/B 

Rotor => 

Vx£ 

y S/xB 


En coordenadas cartesianas, el operador diferencial divergência V A, y el operador 
diferencial rotor VxA, vienen dados en la forma 


V■A = —- + 


dA. dA v r)A 


- + - 


dx dy dz 


( 1 . 6 ) 


que se puede escribir como un producto punto entre el operador vectorial V y el vector A, 

f d * d 


V-A 


. ... f d \ 

v dx dy dz) 


{jA x + jA y + kA z ) 


(1.7) 


donde el operador vectorial Nabla (V) viene dado por 


i -b j — + k — 

dx dy dz 


( 1 . 8 ) 


Usando esta notación, el rotor VxA se puede escribir formalmente en términos de un 
determinante, en la forma 


VxA: 


i j k 

d_ d_ d_ 
dx dy dz 

A, A A 


(1.9) 


Cuando se aplica el teorema de fuentes y sumideros a los campos eléctrico E{r,t ) y 
magnético B(r,t) , se ve la necesidad de conocer en cada punto dei espado la divergência 
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y el rotor de cada campo vectorial. La expresión de la divergência y el rotor de cada campo 
constituye un conjunto de cuatro ecuaciones que se denominan Ecuaciones de Maxwell, y 
que experimentalmente vienen dadas por: 

V£ = A V ■ 5 = 0 

C> 

( 1 . 10 ) 

_^ ___ ___ 

VxÊ = ——, VxB = jU 0 J+£ 0 jU 0 — 

dt àt 

Este conjunto de ecuaciones diferenciales lineales, para las cuales se cumple el Principio de 
Superposición, constituye una notable generalización experimental. En estas ecuaciones, J 
es la densidad de corriente eléctrica por unidad de área, y p es la densidad de carga por 
unidad de volumen. Nótese que los campos eléctrico y magnético están indisolublemente 
unidos a través de las ecuaciones diferenciales (1.10) y dan origen al llamado campo 
electromagnético. Todo el electromagnetismo está descrito por las ecuaciones de Maxwell 

(1.10), junto con la fuerza de Lorentz F L 

F L =q(É + vxB ) (1.11) 


y con la segunda ley de Newton 



( 1 . 12 ) 


Las ecs. de Maxwell (1.10) se simplifican notablemente si los campos E y B no dependen 
explícitamente dei tiempo, es decir, si se cumple que 


dÉ 

dt 



(1.13) 


Esta situación se produce fisicamente cuando todas las cargas están en reposo en el espacio, 
o si se mueven lo hacen con flujo estacionário, de modo que tanto p como J son 
constantes en el tiempo. Cuando estas condiciones se cumplen, las ecuaciones de Maxwell 
(1.10) se reducen al siguiente conjunto de ecuaciones no acopladas o independientes: 


ve = A vê = 0 
C) 


Vx£ = Õ, VxB = jU 0 J 


(1.14) 
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En ese caso, las ecuaciones para el campo eléctrico E describen el comportamiento de la 
electrostática: 

V£ = A VxÉ = Õ (1.15) 

£(> 

Por su parte, las ecuaciones para el campo magnético B describen el comportamiento de 
magntetostática: 

V ■ 5 = 0, VxB = jU 0 J (1.16) 

Además, siguen siendo válidas las relaciones (1.11) y (1.12) correspondientes a la fuerza de 
Lorentz y a la segunda ley de Newton, respectivamente. 

Consideremos nuevamente la ley de Coulomb (1.1), la cual es válida, como antes dijimos, 
para dos cargas puntuales fijas en el espado. Esta es justamente la situación 
correspondiente a la electrostática que se desprende de las ecs. de Maxwell (1.10) y dei 
caso particular (1.15). 

5.- Campo Eléctrico 

En la vecindad de toda distribución de cargas se produce una modificación de las 
propiedades eléctricas dei medio que rodea a dicha distribución. Este cambio en las 
propiedades dei medio puede ser medido a través dei llamado Campo Eléctrico E , el cual 
se define a partir de la ley de Coulomb para una carga puntual q que crea el campo, y para 

una carga muy pequena y positiva q 0 , llamada carga de prueba. La carga de prueba debe 
ser muy pequena de modo que en el limite tienda a cero: lim(g 0 —>0). Este limite no se 

puede realizar experimentalmente, ya que la carga eléctrica está cuantizada y la carga libre 
más pequena que existe en la naturaleza es la carga dei electrón: 
c = 1.60217733x 10‘ 19 [C], por lo tanto se debe tener cuidado en la aplicación de este 
limite. 

De acuerdo a la ley de Coulomb (1.1), la fuerza eléctrica entre las cargas q y la carga de 
prueba q 0 , viene dada por 

,(r -r') 

F = kq 0 q ^ (1.17) 

r - r 
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Dividiendo por el valor de la carga de prueba q 0 , se obtiene una magnitud física que mide 
una propiedad dei espacio que rodea a la carga q (ver Fig. 1.3). Esta magnitud física se 
denomina Campo Eléctrico E y se define como 

- F Af-f) 

E = — = kq± - A (1.18) 

<7o r- r'\ 


El módulo E - 


dei campo eléctrico viene dado por 

kq' 


E = 


\r — r 


(1.19) 


y su valor es proporcional a la carga q que crea el campo y disminuye como el inverso 
cuadrático de la distancia de separación entre la carga q y el punto P de observación. 



Figura 1.3 Campo eléctrico É creado por la carga q . 


Si movemos el origen dei sistema de referencia O justo a la posición 

que crea el campo eléctrico, entonces r' = 0 y el campo eléctrico 

vector posición r se escribe simplemente 

kq „ r 

E = —^e r , con e r = - 
r r 


de la carga puntual q 
E en un punto P de 

( 1 . 20 ) 


6.- Campo eléctrico creado por un conjunto discreto de cargas. 

Estudiemos ahora el campo eléctrico resultante E en un punto fijo P dei espacio, creado 
por un conjunto discreto de N cargas puntuales q j . Cada carga q i crea su propio campo 

Ej en el punto fijo P , como se muestra en la Fig. 1.4. 
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Figura 1.4 Campo eléctrico É j creado por cada carga q' j . 


A su vez, cada carga q' j tiene un vector posición r respecto dei origen O dei sistema de 
referencia y el punto P tiene un único vector posición r respecto de O. El campo 
eléctrico E j creado por cada carga individualmente viene dado por la expresión (1.18) 
aplicada a cada carga q i , 


E.=kq j 



( 1 . 21 ) 


De acuerdo al Principio de Superposición, el campo resultante E en el punto P viene dado 
por la suma vectorial de los campos individuales, 

Ê = YÊ } ( 1 . 22 ) 

j 

Usando (1.21), escribimos, 

_ (r — r ) 

E= I o- 23 ) 

i r - r'\ 


7.- Campo eléctrico creado por una distribución continua de cargas. 

En el caso de una distribución continua de carga, la carga puede estar distribuida en un 
objeto unidimensional í, o en una superfície 5', o en un volumen V'. En cada caso 
podemos definir una función llamada densidad de carga que determina la forma en la cual 
está distribuida la carga sobre una línea (À densidad lineal de carga), sobre una superfície 
(<7 densidad superficial de carga) o sobre un volumen (p densidad volumétrica de carga). 
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La definición de la densidad de carga viene dada en función de magnitudes infinitesimales 
de carga dq' y de la correspondiente dimensión infinitesimal: 


Ã(r') = 
a{r) = 

p(n= 


/ dq' ^ 

y dl' J 

/ dq' ^ 
K dS'j 
4 dq' ^ 


dV' 


densidad lineal de carga 
densidad superficial de carga 
densidad volumétrica de carga 


(1.24) 


El valor de la densidad de carga depende de la posición dei diferencial de carga dq que 

crea el campo diferencial dE . Nótese que usamos magnitudes con primas para indicar la 
carga que crea el campo eléctrico y la dimensión de la región que contiene la carga que crea 

el campo dE. 

Consideremos una distribución volumétrica de carga, tal como indica la Fig. 1.5. Dado que 
un elemento diferencial de carga dq es muy pequeno, podemos considerarlo como una 


carga puntual, y por lo tanto, vale la ley de Coulomb. El campo eléctrico diferencial dÉ 
producido en la posición r (punto P ) por elemento diferencial de carga dq ( equivalente a 
la carga puntual ) situada en la posición r' viene dado por: 

,{r-r') 


dE = kdq 


(1.25) 



Fig. 1.5 Campo eléctrico diferencial dE debido a una 
distribución continua de carga. 

De acuerdo a la relación (1.24), se tiene que dq = p(r') dV , luego el campo eléctrico 
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diferencial dE creado por una distribución volumétrica de carga, viene dado por 

p(r')(r -r') 

dE = k yKn /3 ’ dV (1.26) 

|r — r'\ 

La aplicación dei Principio de Superposición nos permite encontrar el campo eléctrico E 
total producido por la distribución volumétrica (continua) de carga. Para ello debemos 
realizar una suma sobre todos los infinitos elementos diferenciales en los que está 
subdividido el volumen V', cada uno de los cuales contiene un elemento diferencial de 
carga dq' = p(r')dV . La suma sobre todos los campos diferenciales dE nos entrega el 


campo resultante, el cual se obtiene a través de la integral 

£ = J dÉ 

reemplazando dE de la relación (1.26), se tiene 


- , . r p(r')(r-f') 
£(r) = j k — A ’ dV 


(1.27) 


r - r 


Nótese que la integral se realiza sobre las variables con prima (r' y V'), es decir, sobre las 
variables que determinan la posición de la carga dq que crea el campo. En consecuencia, 

el campo resultante E{r ) sólo depende de la posición dei punto P donde se observa el 


campo resultante E{r ), es decir, sólo depende dei vector posición r . 

Si la carga está distribuida en forma superficial, de modo que la diferencial de carga se 
expresa como dq = odS', el campo eléctrico viene dado por: 


:(r) = j£ 


(j(r')(r- r') 

—-———t— -dS’ 


(1.28) 


r - r 


Si la carga está distribuida en forma unidimensional, de modo que el elemento diferencial 
de carga se expresa como dq = Ãdl', el campo eléctrico viene dado por: 


E(-r) = jk 


X(?)(r-r) 


dl' 


(1.29) 


r - r 


En consecuencia, para cualquier distribución continua de carga, el campo eléctrico 
resultante £(f) se puede calcular usando cualquiera de las definiciones de la (1.27) a la 
(1.29), según cómo sea el tipo de distribución de cargas. 
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8.- Diferencia de Potencial Electrostático 

La diferencia de Potencial Electrostático, AV ab =V(b)-V(a), se define como el trabajo por 
unidad de carga realizado por un agente externo que debe transportar la carga de prueba 
(q 0 — >0 + ), con velocidad constante (en equilibrio), desde el punto a al punto b, en 

presencia dei campo eléctrico E : 

W \ i»b — 

AV rí , s V(b)-V(a) = ^S^ = - F e ■ dl (1,30) 

% Ja 

Dado que la carga se encuentra en equilibrio en todo momento mientras se mueve desde a 
hasta b, entonces se cumple que F agente + F campo = 0, es decir, F agente = -F campo 
Reemplazando en la definición de la diferencia de potencial (1.30), se tiene 


A V ab =V(b)-V(.a) = \ l 

J a 


(1.31) 



es justamente el campo eléctrico E producido por la configuración de 


cargas a la cual le estamos midiendo la diferencia de potencial, es decir, E = 

Entonces podemos expresar el concepto de diferencia de potencial en función dei campo 
eléctrico E , en la forma 

AV , =V(b) -V(a) = -Çe ■ dl (1.32) 

Ja 

Si el punto a = ref lo usamos como una referencia, y hacemos arbitrariamente igual a 
cero el potencial en dicho punto, V(a = ref) = 0, entonces, por abuso de lenguaje, 
podemos hablar dei potencial V ( b ) en el punto b 

AV, =V(b)-0 = -{ h É dí (1.33) 

J ref 

Vlb) = -\ b É-dí (1.34) 

J a=ref 

Sin embargo, debe quedar claro que siempre estamos hablando de una diferencia de 
potencial que es lo que verdaderamente tiene sentido en física. Muchas veces esta relación 
se escribe en la forma 
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V(j) = ÂÉ-dÍ (1.35) 

En este punto es muy importante darse cuenta que las integrales que aparecen en las 
relaciones de la (1.30) a la (1.35), no pueden depender de la trayectoria seguida para ir 
desde el punto a al punto b, pues si así sucediera, el potencial electrostático en un punto b 
no tendría un valor único para una referencia fija dada a - ref , sino que su valor 
dependería de la trayectoria seguida entre los puntos a y b. Para que la integral sea 
independiente de la trayectoria, el campo vectorial É debe ser un campo conservativo. Más 
adelante demostraremos que esta propiedad es cierta para el campo electrostático É , pero 
por ahora aceptaremos que las integrales definidas entre (1.30) y (1.35), son independientes 
de la trayectoria y que, por lo tanto, el campo eléctrico E es un campo vectorial 
conservativo. 

9.- Potencial electrostático creado por un conjunto discreto de cargas 

Calculemos el potencial electrostático creado por una única carga puntual positiva q 
ubicada en el origen de un sistema de referencia, en función de la distancia radial r ala 
carga que crea el campo, como se muestra en la Fig. 1.6. 

Cuando nos movemos en línea recta desde el punto a hasta el punto b que está a una 
distancia radial r en las cercanias de la carga q que crea el campo eléctrico, vemos que 

los vectores E y dl son exactamente antiparalelos, tal como lo muestra la Fig. 1.6, por lo 
tanto, el producto punto de ellos es negativo, esto es, 

É-dl -EdlcoslS0° = -Edl (1.36) 

É 

_ Jl £ a . 

V(b) 

É 



Figura 1.6 Potencial electrostático V (r) debido a una carga puntual. 
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La relación (E32) queda, 

AV ab = V(b) - V(a) = - \ b É ■ dí = [ h Edl 

L ' Ja Ja 


(1.37) 


Los diferenciales dl y dr tienen sentidos de crecimiento distinto sobre la recta que va 
desde a hasta b , como se muestra en la Fig. 1.6, es decir, dl = -dr, y además el módulo 

kq' 

dei campo eléctrico de un carga puntual q viene dado por E = — r , por lo tanto, ÁV ab 


queda, 


AV flfc ee V(b)-V(a) = -\ b a %dr = -kq\ 


,C h dr 

2 


A V ab =V(b)-V(a) = -kq' 


f n 


V rj 


(1.38) 

(1.39) 


En consecuencia, ÁV ah en las cercanias de una carga puntual q , viene dada por: 


A V ab =V(b)-V(a) = kq' 


b a 


(1.40) 


Si ahora hacemos tender a —> en el limite lim fl 


í i A 


\a) 


- 0, y por lo tanto el potencial en 


a vale cero, es decir, V{a) = 0. Entonces, el potencial en las cercanias de una carga 
puntual g'vale 

kq' 


V(b) = 


(1-41) 


Dado que el punto b está a una distancia radial r = b de la carga q , el potencial en el 
punto b = r viene dado por 

V(f) = ^r (1.42) 

r 

Esta expresión define el potencial en un punto en las cercanias de una carga puntual q en 
reposo, pero, al mismo tiempo debemos recordar que estamos hablando de una diferencia 
de potencial entre un punto de referencia donde el potencial vale cero (el infinito en este 
caso) y un punto a una distancia r de la carga que crea el campo. 

Si ponemos el origen O fuera de la carga puntual q que crea el campo eléctrico, entonces 
usando (1.42), el potencial V(f) creado por la carga puntual se puede escribir en la forma 
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V(r) = A. (1.43) 

r — r 

donde r es el vector posición que va dei origen dei sistema de referencia O al punto P 
donde se quiere medir el potencial y donde r' es el vector posición que va dei origen dei 
sistema de referencia O al punto donde está ubicada la carga q . 

Nótese que el potencial electrostático puede ser positivo o negativo según el signo de la 
carga, y que esto no es más que la indicación de que el trabajo para traer una carga de 
prueba desde infinito hasta una distancia r de la carga que crea el campo es positivo o 
negativo, respectivamente. Si q > 0 —> W > 0, es decir, se debe realizar trabajo positivo (F 

apunta en la misma dirección dei desplazamiento dl ) por el agente externo para vencer las 
fuerzas de repulsión entre las dos cargas, y si q < 0 —> W < 0, el agente externo realiza un 
trabajo negativo para evitar que las cargas se aceleren una hacia la otra. Es interesante 
destacar que este resultado depende sólo de la coordenada radial r , y por lo tanto presenta 
una simetria esférica, es decir, el potencial en las cercanias de la carga puntual es 
independiente de los ângulos esféricos 6 y </>. Esto significa que el potencial electrostático 
es el mismo en cualquier punto de una superficie esférica de radio r. Las regiones de 
potencial constante se denominan regiones equipotenciales y se definen como aquellas 
líneas, superficies o volúmenes sobre las cuales el trabajo realizado para mover una carga a 
través de la región es idénticamente nulo o cero, es decir, W a ^ b (equipot) = 0. Para el caso 

de una carga puntual, las regiones equipotenciales son superficies equipotenciales y toman 
la forma de superficies esféricas concêntricas. 

La condición matemática general para encontrar la región equipotencial viene dada por 

W a Aequipot) - -f qÉ■ dí = 0 (1-44) 

donde É es el campo eléctrico y dl es un vector tangente a la trayectoria en la región 
equipotencial. La condición (1.44) tiene una consecuencia muy interesante. Dado que la 

trayectoria dl para ir desde a hasta b existe y es arbitraria, y dado que el campo eléctrico 
É existe y es distinto de cero, sólo cabe concluir que el trabajo vale cero, 
W a _ th (equipot) = 0, sí y sólo sí el producto punto es cero, es decir, sí E-cll =0. Dado que 
É ■ dl -Edl cos 0 , donde 0 es el menor ângulo comprendido entre los vectores È y dl , la 
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condición E-dl = E dl cos 8 = 0 sólo se puede cumplir si cos 8 = 0, es decir, si 8 = 90°, lo 

cual implica que el campo eléctrico É y la trayectoria dl en la región equipotencial son 
siempre mutuamente perpendiculares. En el caso de las equipotenciales de una carga 
puntual en reposo, la región equipotencial está definida por superfícies equipotenciales de 
forma esférica. 

Ya conocemos el potencial creado por una única carga puntual. Veamos ahora cómo 
calcular el potencial electrostático creado por muchas cargas puntuales. Consideremos un 
conjunto de N cargas puntuales fijas en el espacio. Sean rj los vectores posición de cada 
carga q j con respecto al origen O dei sistema de referencia. Podemos calcular el potencial 
V(f) en un punto P de vector posición r respecto al mismo origen O usando el Principio 
de Superposición de los campos eléctricos. El campo eléctrico resultante de la 

N 

superposición Er, viene dado por É R = por lo tanto, usando la relación (1.34), con 

j 

a = oo y b = r, tenemos 

V(r) = -J r È R -dl (1.45) 


Insertando el campo resultante É R , se tiene 

V( - r > = -\', É ‘ dl= ~L\t, É i 


dl 


(1.46) 


j J 


La sumatoria y la integral se pueden intarcambiar porque son operadores lineales, 




(1.47) 


La integral negativa dentro dei parêntesis define al potencial V.(r) creado por cada carga 
puntual q j en el punto P , es decir, 


V j (f) = -[É r dí (1.48) 

reemplazando esta expresión en la relación (1.47), se tiene 

V(r) = fy j (r) (1.49) 

j 

En consecuencia, el potencial resultante Vir) en las inmediaciones de una distribución 

discreta de cargas, es la suma de los potenciales individuales creados por cada una de las 
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cargas puntuales en reposo relativo. Esto significa que el Principio de Superposición se 
cumple también para los potenciales electrostáticos. Sabemos por la relación (1.43) que el 
potencial electrostático en las inmediaciones de una carga puntual q j viene dado por 


Vj& = 



Reemplazando esta expresión en la relación (1.49), obtenemos el potencial 


producido por el conjunto de N cargas 


V(r) = £ 


kq. 


r — r. 


(1.50) 


10.- Potencial electrostático creado por una distribución continua de carga 
Consideremos una distribución continua de carga distribuida en un volumen V' como se 
muestra en la Fig. E7. Estudiaremos el potencial diferencial dV(r) creado por un 
elemento diferencial de carga dq' , que puede ser considerado como una carga puntual, y 
por lo tanto, vale la ley de Coulomb. 




O 



Fig. 1.7 Potencial dV en el punto P creado por 
un elemento diferencial de carga dq'. 

Un elemento diferencial de carga dq' ubicado en la posición r' genera un potencial 

7 1 t 

diferencial dV de acuerdo a la relación (1.43), en la forma, dV(r) = ——— En este caso, 

r — r 

el elemento diferencial de carga viene dada por dq' = p{r')dV'. Entonces, el potencial 
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diferencial dV en un punto P, exterior a la distribución volumétrica de carga ubicado en 
la posición r viene dado por: 


dV(r ) 


kp(r')dV' 

— 

r — r 


(1.51) 


Dado que también se cumple el Principio de Superposición para los potenciales, de acuerdo 
a la relación mostrada en (1.49), podemos calcular el potencial resultante debido a la 
distribución volumétrica de carga p(r') usando el proceso de integración sobre todo el 
volumen V' que contiene a la distribución de cargas que crea el potencial electrostático, es 
decir, 


V(r) = J 


*£<íW 

L ZÃ 


(1.52) 


Nótese que la integración se realiza sólo sobre las coordenadas con primas, es decir, sobre 
las coordenadas que describen la posición de la carga que genera el potencial electrostático. 
Por lo tanto, el potencial resultante V(r) es una magnitud escalar que depende sólo dei 
vector posición r dei punto P donde medimos el potencial. 

^ dq ^ 


Si se tiene una distribución superficial de carga, <7 (r ); 


dS' 


el potencial viene dado por 


V(r) 


_ r k<j{f ) 


r - r 


dS' 


(1.53) 


y si tenemos una distribución lineal de carga, Ã(r') = 


í dq'' 

\dF J 


, el potencial se escribe: 


V(F) = J 


kÀ(f ) 
— 

r — r 


dl' 


(1.54) 


En resumen, ya sabemos como calcular V{r) conociendo el campo eléctrico Ê{r) a través 

de la expresión general dada por (1.35): V(r) = -JÉ ■ dl . La pregunta es ^,cómo podemos 

calcular el campo eléctrico E si conocemos el potencial V{r) ?. Escribamos esta relación 
en forma diferencial 


dV (r) = —Édí 


(1.55) 
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Escribamos ahora dV (r) = dV (x,y,z) usando derivadas parciales en coordenadas 
cartesianas: 


^ dV , dV , dV , 
av (x, y,z] = —— dx + —— dy + — dz 
dx dy dz 

y escribamos el vector desplazamiento en la forma general 

—<► A A A 

dl = dxi + c/y/ + dzk 

Entonces el producto punto vectorial E dl se expresa como 

Édí = {eJ +E y j + E_k^[dxi + dyj + dzk j 
realizando el producto, se obtiene 

É ■ dí = E x dx + E y dy + Edz 

Reemplazando (1.56) y (1.59) en la relación (1.55), obtenemos 

dV dV dV i \ 

— dx H- dy H- dz = -{ E x dx + E dy + E_dz ) 

dx dy ' dz 

Igualando los coeficientes de los diferenciales, se deduce que 

E =-§ü. £ =-»ü. £ = -W 

3x ’ dy ’ 3z 

En consecuencia, el vector campo eléctrico se escribe 


É = (e) + Ej + E.k) = - 


dV * dV ~ dV 


i + — j + ^k 
y kja, dy dz j 


(1.56) 


(1.57) 


(1.58) 


(1.59) 


(1.60) 


(1.61) 


(1.62) 


la última expresión de la derecha no es más que el gradiente VV(r) de la función 
potencial V (r), luego 


È(r) = -W(r) (1.63) 

Hemos llegado así a la importante conclusión de que el campo eléctrico É(r ) puede ser 
calculado de dos formas diferentes: 

a) directamente a través de su definición a partir de la ley de Coulomb (1.27), y 

b) a través de la expresión (1.63), calculando primero el potencial electrostático V(r). 

Este último método presenta ventajas comparativas en términos de su cálculo, ya que se 
trata de una magnitud escalar en comparación al cálculo directo dei vector É(r ) que 
involucra tres integrales. 
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Usando la relación (1.63), podemos obtener una interesante propiedad dei campo eléctrico 
estático É(r ). Tomemos el rotor dei campo eléctrico dado por (1.63) 

Vx£ = -VxW (r) (1-64) 

Consideremos conocida la siguiente la identidad vectorial Vx V<3> = 0, Ví> , donde es 
cualquier función escalar, entonces, VxW(r) = 0, ya que V(r) es una función escalar. 
Usando este resultado vemos que se cumple que el rotor dei campo electrostático vale cero, 

Vx£ = Õ (1.65) 

Como veremos a continuación, esta es la condición para que el campo eléctrico sea un 

campo conservativo. Por otra parte, VxÉ = 0 es una de las ecuaciones de la electrostática 
que queríamos demostrar. 

El teorema de Stokes para cualquier campo vectorial E establece que 

(J) r £ • dí = | ( : Vx É] ■ dS (1.66) 

donde T es una curva general que limita a la superfície arbitraria S . Dado que según la 
relación (1.65) se cumple que Vx£ = 0, entonces de (1.66) se tiene 

&Édí=\ ÕdS = 0 (1.67) 

J r J sup 

Si la integral sobre la trayectoria cerrada vale cero, cj^E ■ dl = 0, eso implica que la integral 


rb _ - 

\ E ■ dl es independiente de la trayectoria seguida entre los puntos a y b . Es decir, se 

J a 

cumple que 

«£ ’Édí = <")£ ’É-df (1.68) 

donde los símbolos (/) y (//) indican trayectorias distintas. Por lo tanto el campo 


rb —► — 

eléctrico estático es un campo conservativo, y se cumple que la integral E dl tiene el 

mismo valor para cualquier trayectoria que conecte los puntos a y b. De este modo, 
podemos asegurar que la diferencia de potencial electrostático AV nh está bien definida y 
tiene un valor único entre dos puntos a y b dados, 

AV b =V(b)-V(a) = - Çe ■ dí (1.69) 

l " Ja 
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Dado que ya conocemos el rotor dei campo eléctrico estático, VxE = 0 , ahora necesitamos 

conocer la divergência dei campo estático, VE, es decir, debemos demostrar que se 
cumple la ecuación de Maxwell 

V-E(r) = £Q (1.70) 

£ 0 


Para encontrar esta ecuación, consideremos el estúdio dei flujo dei campo eléctrico a 
través de una superfície cerrada. El flujo <£> de un campo vectorial cualquiera, por ejemplo 
el campo eléctrico É , a través de una superfície abierta se define de la siguiente manera: 

<5> f =[ÉdS (1.71) 


donde dS es la diferencial de superfície. Si la superfície es cerrada el flujo cerrado se 
representa por 


4>= =ÍÉdS 

E 


(1.72) 


El teorema de Gauss establece la siguiente relación para el flujo cerrado de un campo 
vectorial: 

j)É dS = Jv ÉdV (1.73) 

s 

donde V es el volumen encerrado por la superfície S . Este teorema es un teorema 
matemático de validez general, ya que el campo vectorial E que aparece en el teorema es 
cualquier campo vectorial. La aplicación de este teorema al caso electromagnético da 
origen a una de las ecuaciones de Maxwell denominada Ley de Gauss. En el próximo 
capítulo obtendremos la ecuación (1.70). 


11.- Conductores y aisladores 

De acuerdo a su comportamiento eléctrico, los materiales se pueden dividir en conductores, 
semiconductores y aisladores. Podemos describir varias subdivisiones más, pero para 
efectos de estos apuntes, basta con los tres ya nombrados. 

Los conductores son materiales que poseen un gran número de cargas eléctricas libres. Un 

ejemplo típico de esta clase de materiales la constituyen los metales, en los cuales las 

cargas libres son los electrones y pueden moverse sin restricciones por todo el metal. Al 

aplicar un campo eléctrico a un metal, por más pequeno que sea el campo, se ejerce una 
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fuerza eléctrica sobre cada carga y se produce un desplazamiento de las cargas, que se 
mantiene hasta que cesa la acción externa dei campo eléctrico. Si el campo eléctrico 
externo se mantiene en el tiempo, por ejemplo a través de un dispositivo para realizar 
trabajo sobre las cargas (por ejemplo, una Fuente de fuerza electromotriz (Fem)), se 
produce una corriente eléctrica en el metal. Es justamente esta propiedad de permitir el 
flujo de la corriente eléctrica lo que caracteriza a los metales o conductores. 

Adicionalmente, cualquier carga libre que se ponga en el interior dei conductor descargado 
se mueve, por efecto de campos eléctricos estáticos, hasta que la fuerza neta sobre cada 
carga es cero. Independientemente de si el conductor tiene o no agujeros en su interior, las 
cargas libres quedan en equilíbrio sólo en la superfície exterior dei conductor. Debido a 
esta propiedad, el campo eléctrico estático al interior de un conductor es siempre cero, es 

decir, E intcrior = 0. Sin embargo, el campo eléctrico al interior de un conductor o metal es 

distinto de cero, E interior ± 0, si existe un flujo neto cargas que se ingresan al metal por algún 

dispositivo capaz de realizar trabajo sobre las cargas. Estos dispositivos son las Fuentes de 
Fuerza electromotriz (Fem) que crean campos no-conservativos que estudiaremos más 
adelante. En ese caso ya no hablamos de electrostática, sino de electrodinámica. 

Por oposición, existen materiales que no poseen cargas libres de moverse por todo el 
material, sino que los electrones están ligados a sus moléculas. Estos materiales se 
denominan aisladores o dieléctricos. Para los dieléctricos, la presencia de un campo 
eléctrico externo sólo puede producir una deformación local de las moléculas y el material 
se polariza, es decir, se produce una separación local de las cargas positivas de las 
negativas, de modo tal que a un lado dei material existe una pequena cantidad de carga de 
un signo, y en el extremo opuesto existe una pequena cantidad de carga dei otro signo, tal 
como se muestra en la Fig. 1.8. 


E ex ; 
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Figura 1.8 Material dieléctrico polarizado 
por un campo eléctrico externo. 
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2.2.1 Unidad I: Electrostática 


Los materiales que tienen un comportamiento eléctrico intermédio entre conductores y 
aisladores se denominan semiconductores. 
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2.2.2 Unidad I: Problemas Resueltos 


En esta parte dei Dossier hacemos la aplicación de los conceptos, métodos y leyes que rigen 
la electrostática. Se utiliza una gran variedad de situaciónes problemáticas y se usan 
variados métodos para su solución. 

E- Se tiene un sistema de cargas puntuales q x , -q 2 , q 3 y -q 4 ubicadas en las posiciones 
(-Xp+y,), (x 2 ,y 2 ), (x 3 ,-y 3 ) y (-x 4 ,-y 4 ) respectivamente. Determinar la fuerza 
electrostática resultante sobre una carga Q puesta en el origen dei sistema de referencia, 
como lo muestra la Fig. 1.1. 



Figura 1.1 Fuerza eléctrica resultante sobre la carga Q , 
creada por una distribución discreta de cargas. 


Se aplica la Ley de Coulomb F 


kqjQir-rj) 


jQ 


_>|3 


para cada pareja de cargas puntuales, 


r - r. 


donde el índice j indica la carga correspondiente. A continuación escribiremos los 
vectores para cada carga y la fuerza eléctrica ejercida sobre la carga Q. 

■\l x i + y\ 


r = 0 r\ = -xj + y j ; r-f[= x l i - yj ; 


r -r, 


lo 


kq l Q{x l i - yj) 


r= 0 r 2 = x 2 i + y 2 j 


■r 2 =-x 2 i 


■y 2 j 


r-r 2 


- \f x 2 + y 2 


(D 


( 2 ) 


(3) 
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f. -k\q 2 \Q(~x 2 í - y 2 j) 

2Q t 2 2\K 

( X 2 + ?2 ) 



(4) 

r= 0 r' = x 3 í - y 3 ] ; r - r' = -x 3 í + y 3 ] ; 

r-r' 

- V x 3 + ya 

(5) 

f kq 3 Q(—x 3 í + y 3 j) 

32 ( 2 nK 

(x; + y;Y~ 



(6) 

r= 0 r' = -xj - yj ; 7 -r' = xj + yj ; 

r-K 

= Y x 4 + yl 

(7) 

P _~k\q 4 \Q(xJ + y 4 j) 

r\Q 3 / 

/ 2 . 2 \/2 
[x 4 +y 4 ) 



(8) 


Luego, usando el Principio de Superposición, la fuerza resultante sobre la carga Q , debido 
a la presencia de las cargas q x , —q 2 , q 3 y -q 4 , viene dada por 

Fr = F\q + Fiq + F 3 q + F 4 q ( 9 ) 


reemplazando las fuerzas recién calculadas, se obtiene la fuerza resultante F R sobre Q 


F R =kQ 


A 

> 

1 

V 

Ã-.> 

1 


q 3 (-x 3 i+y 3 ]) 

. 3 

4 4 Ú 4 í + yj) 


(■àk) k 

(y + y;f 



( 10 ) 


Equation Section (Next) 

2.- Se tienen dos varillas cargadas dispuestas horizontalmente, tal como se muestra en la 
Fig. 2.1. 


y 

A 


A K 


L 3 L 

Figura 2.1 Fuerza eléctrica entre dos varillas cargadas. 
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La varilla de la izquierda de largo L tiene densidad lineal constante À í = Á 0 = cte , y la 
varilla de la derecha de largo 3 L tiene una densidad lineal À 2 dada por À 2 = [3x. donde 
P = cte . Ambas varillas están separadas una distancia a . 

a) Calcule el campo eléctrico producido por la varilla de la izquierda a una distancia x> L 
sobre el eje x , es decir, justo en la región donde se encuentra la varilla de la derecha. 

b) Calcule la fuerza eléctrica resultante ejercida por la varilla de la izquierda sobre la varilla 
de la derecha. 

Solución: 

a) Cálculo dei campo eléctrico producido por la varilla de la izquierda a una distancia 
x> L sobre el eje x , es decir, justo en la región donde se encuentra la varilla de la derecha. 

- . . rkdq'(r-r') 

El campo eléctrico viene dado por E[r ) = I-—— . Se elige el origen dei sistema de 

| r — rj 

referencia en el origen dei sistema (x,y). 

y 

A 


dq 


-> x 


<A 


-> P 


Figura 2.2 Campo eléctrico creado por la varilla 
de la izquierda en el punto P . 


El elemento diferencial de carga viene dado por dq' - À (j dx'. Además, según la figura, los 
vectores r y r vienen dados por r = xi yr'= xi . Luego, (r -r') = (.v - x) i, y el campo 
eléctrico queda 


ÉA-t _ f kdq'(x-x')?_ f kÀ 0 dx' - 

I Tjã 1 ~ J 7 PJ l 

" " 1 [x-x ) 


x-x 


x'=L 


E{x) = kÁ t] J dX J = kÃj 

{x-x ) 


r | ^ JC ' =L 


( x - x ')) r . 


J x= 0 


(D 

( 2 ) 
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Finalmente, el campo eléctrico en la región donde está la segunda varilla viene dado por 


É (x) = kAq 


1 


1 


x — L x 


( 3 ) 


b) Cálculo de la fuerza eléctrica resultante ejercida por la varilla de la izquierda sobre la 
varilla de la derecha. 


I 


dq" 


E 




3 L 


Figura 2.3 Fuerza eléctrica sobre la varilla de la derecha. 


Sobre cada elemento diferencial de carga dq" de la varilla de la derecha, actúa un campo 


eléctrico É , horizontal de magnitud E ( x ) = kA t) 


1 1 


. Usando la densidad lineal de 


\X-L xj 

carga Z, = fdx de la varilla de la derecha, podemos escribir la fuerza diferencial dF sobre 
el elemento diferencial de carga dq" en la forma 

dF = Édq" = É(À 1 dx ) (4) 

En módulo, se tiene dF = EA,dx = E(jBx) dx . Reemplazando el campo externo dado por la 
relación (3), creado por la varilla de la izquierda, se tiene 


dF = kA, 


1 1 


(y 3x)dx 


(5) 


x-L xj 

La fuerza resultante sobre la varilla de la derecha viene dada por la superposición de las 
fuerzas individuales 


F = \dF = kXP\ j 


x=(4L+a ) j x=(4L+a) . 

xdx r xdx 


I 


x=(L+a) ^ ^ x=(L+a ) ^ 


F = -L) + Un(x -- [x££J»} 


( 6 ) 

(7) 
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F = k\ ) P\3L+ L\n ( 3L + a ) _ 3l] 


( 8 ) 


En consecuencia, la fuerza eléctrica ejercida por la varilla de la izquierda sobre la varilla de 
la derecha, vectorialmente, viene dada por 


F = k\j3L\n 


3 L + ci 


(9) 


V a J 


3.- a) Calcular el campo eléctrico É creado por una varilla de largo L , de densidad lineal de 
carga constante (À = cte) en el punto P{a,b ), donde a>L. b) Calcular el potencial 


7 7^ 

electrostático en P(a,b ) usando la relación V(r) = f ——— 

J \y —y \ 


Ã 


<1 


P(a,b) 

t 

L \ b 


f 


a 


-> 


Figura 3.1 Campo eléctrico creado por una varilla de carga. 

Solución: 

a) Cálculo de campo eléctrico. 

De acuerdo a la Fig. 3.1, los vectores posición y las relaciones entre ellos vienen dadas por 

r-ai+bj, r' = xi, 

(r -r') = (a-x)i +bj, (10) 

|r - r '| = ij(a-x) 2 +b 2 
Dado que dq = Ãdx , el campo eléctrico viene dado por 

kdq'(r-r ) L .k(Àdx)((a-x)i + b]) 


£ = r ™q ~r ) _ r 

0 0 ((a-x) 2 +b 2 }' 


,=kÁ S- 


dx(a-x) 


L, 

i +kÀb^- 


dx 


((a-*) +ò 2 J °^(a-xY+b 2 j 7 

Finalmente, el campo eléctrico vectorial, queda 


( 11 ) 


( 12 ) 
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É = kÃ 


1 1 

- kÀ 

/ -U 

L-a a 

y](a-Lf+b 2 Vr/ 2 +b 2 

b 

yj(a-Lf+b 2 yJa 2 +b 2 


j 


(13) 


b) Potencial electrostático. 

Usando los mismos vectores r y r anteriores, podemos escribir el potencial electrostático 
como 


v= ju& u j 


dx 


^ r I o yj[a-xY +b 2 


integrando, se obtiene el potencial en el punto P(a,b) 


í 


V = kÃ ln 


ci + \fci + b 


(a-L) + J(a-L) 2 +b 2 


(14) 


(15) 


Equation Section (Next) 

4 - Considere una lâmina plana de carga en la forma que se muestra en la Fig. 4.1. Los 
círculos tienen radio interior a y radio exterior b, y la densidad superficial de carga vale 
oc 

G = —, donde a > 0 es constante. En el punto P , a una distancia z sobre la lâmina, 
r 


calcule, a) el campo eléctrico E{r ), b) el potencial electrostático V (r) 


z 



Figura 4.1 Campo eléctrico creado por una lâmina de carga. 

Solución: 

a) Cálculo dei campo eléctrico £'(r) 
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Consideremos un elemento diferencial de carga dq que se encuentra ubicado en la placa, 

7 ' 

distribuido en un elemento diferencial de superficie dS . Dado que o =-, se tiene que 

dS 


2 



Kf) 

, luego, dq'= 

) 


viene dado por dS = dsdr = (rdO)dr (ver Fig. 4.2). 

Por lo tanto, dq = adrdO. La variable r varia desde r = a hasta r = b, y la variable 6 
varia desde 6 = 0 hasta 0 = 2n. 


z 



Figura 4.2 Elemento diferencial de carga en la superficie diferencial. 

Los vectores r y r' vienen dados por 

r = zk 

r' = r cos 6i +rún6 j 

Con esos valores se tiene 

—► , t / /V /V ^ \ 

r-r = I -r cos Oi - r sin 0 j + zk I 
| r - r'\ = yjr 2 + z 2 

- rkdq'{r-r') 

Reemplazando en la expresión dei campo eléctrico E[r)= -——, obtenemos 

Ir — r"! 

rkdq'(r-r') kadrdO^-rcosOi - rsinOj + zk^j 

E ( r ) = J p Zmí = J 77 


( 1 ) 


( 2 ) 


r — r 


(r'- + z-y 


( 3 ) 


separando integrales 
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rd r cos OdO- , r rdr sin OdO - , r drdO 


;,^n , r r«r cos uciu ? , r 

(r) = -tej „v <~H 


(r í + ;; í ) /! (r- + - 2 ) ; 


j + tozj 


(r 2 + i 2 ) ; 


Las integrales sobre 6 y sobre r se pueden hacer por separado. Sin embargo, las dos 
primeras integrales sobre la parte angular valen cero, es decir, 


J cos 6dd = J sinéfr/é? = 0 


Por lo tanto, las dos primeras integrales de la relación (4) se anulan. En consecuencia, el 
campo eléctrico sólo tiene componente z 


u 

É(r) = kaz J 


drdO 


a [r 2 +z 2 y 


u 

-k = 2zrkazj 


a [r 2 + z 2 ) 2 


Integrando la parte radial, se tiene 


É(r) = 


2 7Tka b 


z Ub 2 + z 2 da 2 + z 2 


Casos particulares. 

i) Si en (7) hacemos tender el radio interior a a cero, <7 —> 0, entonces obtenemos el campo 
eléctrico producido por un disco de radio b , 


É disco {?)■ 


2xka b 


z ! db~ + z 


ii) Si en (8) hacemos tender el radio b a infinito, b , se obtiene el campo eléctrico 
generado por un plano infinito de carga, 

£■„„ (?)=—k (9) 

infinito Z 


b) Cálculo dei potencial eléctrico V (r) 


, (• kdq' r k (cxdrd 6 ) 

El potencial viene dado por V(r)= ^———. Usando los datos calculados 

•M r — r I J \r — r 


anteriormente, escribimos 


V(r) = ka J 


=b 7 2 7t 

r dr r 


J / 2 . 2 J 

r=a V r + Z 0 
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r—b i r- 

V{f) = 2nka\ r = Inka Inli 

' lr 2 + z 2 L ' 


2 . 2 . 
r +z +r 


Finalmente, el potencial electrostático en el punto P , a una distancia z sobre la lâmina, 
viene dado por 


V(r) = 2?rka In^yfb 2 + z 2 +èj —ln|-> 


2 . 2 . 

1 a + z + a 


A continuación se muestran algunas formas alternativas de resolver el problema 


Cálculo dei campo eléctrico a partir dei potencial. 

Si hubiéramos calculado el potencial eléctrico V(z) en primer lugar, el campo eléctrico 
E(z) se puede calcular a partir dei potencial V (z) a través de la relación 

- , . dV (z) - 

E{z) = - j-t-k (13) 

dz 

Usando V (z) dado por la relación (12), se tiene 


, dV(z) - d 

E(z) = -— = -27rka — 

dz dz 


lb 2 + z~ + £>j-ln|V<^ + z~ +aj k (14) 


É{z) = -27Tkaz . 1 , , 1 v . k 

[yjb 2 +z 2 +b}>Jb 2 + z 2 (v/tf 2 +z 2 +tf)Va 2 + r 


Amplificando arriba y debajo de cada término, tenemos 


È(z) = -2 nkccz 


\4AW-b) (V« 2 +z 2 -, 


zW+z 2 zW + z 2 


Finalmente, se obtiene, 


E(z) 


2 7Tka b 


z \\lb 2 + z 2 \la 2 + z 2 


Este resultado es idêntico al obtenido usando la ley de Coulomb en relación (7). 


Cálculo dei potencial a partir dei campo eléctrico. 
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Si el campo eléctrico E(z) es conocido entre los dos puntos de referencia: ref -)»yr, 


ei potencial electrostático viene dado por V(r) = - [ É dí. En este caso, É dl =-Edl , 

ref 


porque ambos vectores son anti paralelos. Pero dl = —dz, luego, E dl = Edz . Usando el 
campo eléctrico E (z) dado por relación (17), se tiene 


y(z) = -j Edz = -\ 

ref oo 


2xka 


4b 


2 , 2 I 2 . 2 

+Z \a +Z 


dz 


V (z) = -2xka 


1 

Cr 

r 1 - 

ÍN! 

1 

adz 

_oo z4b 2 +Z 2 oo 

1 2 . 2 
zyJa +z J 


(18) 

(19) 


integrando, 


V (z) = -27rka 


-ln 


4b 2 + z 2 +b 


+ ln 


7 


a 2 + z 2 +a 


( 20 ) 


aplicando los limites de integración, se obtiene el mismo resultado que la expresión (12) 

V(r) = 27rka \n^4b 2 + z 2 +ôj-ln|Vi 


la 2 + z 1 +a 


( 21 ) 


Equation Section (Next) 

5.- Hallar el potencial electrostático V (r) en el punto P , a una distancia z sobre el eje de 
la lâmina circular de radio R , a la cual le falta un sector circular que suscribe un ângulo 0 Q , 

tal como se indica en la Fig. 5.1. La lâmina tiene una densidad superficial de carga <7 0 = —. 

r 


z 



Figura 5.1 Potencial de una lâmina recortada con carga. 
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Solución: 

El potencial electrostático V(r) viene dado por 

V(r)=f-“E (D 

J Ir — r 

V V I 

Un elemento diferencial de carga dq ubicado en el primer cuadrante de la lâmina mostrada 
en la Fig. 5.1, se encuentra a una distancia variable r dei origen y hace un ângulo 6 
variable con el eje x. Las coordenadas (x, y) dei elemento diferencial de carga dq , 
vienen dadas por 

x = r cos d , y = r sin d (2) 

El elemento diferencial de carga dq viene dado por 


dq' = odA = a{rdOdr ) 


(3) 


Dado que ya tenemos el origen dei sistema de referencia en el centro de la lâmina, los 
vectores r y r vienen dados por 


r = zk 

r' = r cos 6i + r sin 6 j 

Restando los vectores y calculando el módulo de la resta, se tiene, 


r - f' = -rcos8i -rúndj + zk 

I- I 2 . 2 

\r-r = vr +z 


(4) 


(5) 


Luego el potencial V(r ) viene dado por 


V(F) = J 


kdq' B ; 7 t karárdQ 


■ \r -r 


I I 


J J / 2 . 2 

=0 r=0 V y + Z 


( 6 ) 


El ângulo 6 varia desde <9 = 0 hasta 6 = (2tt- 0 o ) , y la variable r varia desde r = 0 hasta 


R. Además, dado que la densidad superficial de carga <7 - — depende sólo de la 


r 

variable r, y como las coordenadas r y 6 son independientes, las integrales se calculan de 
forma independiente, 


V(f) = 


I 


0=0 


r=R 

dej 

r =0 


kardr 
\lr 2 +z 2 


(7) 
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V(f) = ( 2 * - e 0 ) k"f 

r=0 ' 


r“ + z“ 


V(r) = (2x-e,)k0 j 


dr 


j / 2. r 

r =oVr +Z 


( 8 ) 

(9) 


V(r) = (2/r-0 o )À:/?ln 




? ? 

+ z“ +r 


Finalmente, el potencial creado por la lâmina vale 


V(r) = ( 27 T-e 0 )kj 3 ln 


Vr 2 + z 2 +r 


( 10 ) 


( 11 ) 


Equation Section (Next) 

6.-Hallar el campo eléctrico y el potencial electrostático en el punto P ubicado en el eje de 
un cascarón cilíndrico y exterior a él. El cascarón tiene radio R, largo L y densidad de 
carga <7 = cte distribuida homogéneamente en su superficie. 


Solución: 

En la Fig. 6.1 hemos dibujado el diferencial de carga dq en la posición arbitraria 
r ' = (Rcos ç>, Rsin ç>, z') respecto al origen dei sistema de referencia, donde R es el radio 
constante dei cascarón cilíndrico y z 7 es la posición a lo largo dei eje z . Además hemos 
indicado el campo eléctrico diferencial dE que produce en el punto de observación P . 


x 



Figura 6.1 Campo eléctrico y potencial creado por un cascarón 
cilíndrico de carga. 

Recordemos que para distribuciones continuas de carga ubicadas en f ', el campo eléctrico 
E(r ) en el punto P definido por el vector posición r , viene dado por la expresión general, 
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£<f) = J 


kdq(r - r ') 


y el potencial electrostático V(r) viene dado por, 

V( 0 = 17^7 (2) 

j r — r 

Ambos conceptos están relacionados, de modo que a partir dei potencial V(r ) podemos 
obtener el campo eléctrico E(r) en la forma: 

É(r) = -VV(r) (3) 

y a partir dei campo eléctrico E(r) podemos obtener el potencial V(r)en la fornia, 

V(r) = -\Édí (4) 

a) Cálculo dei campo eléctrico E(r) (método vectorial). 

De acuerdo a la Fig. 6.1, los vectores r y r' vienen dados por 

r = zk 

(5) 

r ' = R cos (p i + R sin <p j + z 'k 

Recordemos que por convención, r es el vector que va dei origen dei sistema de referencia 
al punto P de observación dei campo y r' es el vector que va dei origen dei sistema de 
referencia al punto donde está ubicada la diferencial de carga dq . El vector (r -?') viene 


dado por 


su módulo vale 


(r-r') = -Rcosp i -Rsiiup j + (z~z')k 


■■'\ = Jr 2 + (z-z ') 2 


entonces el campo eléctrico se expresa como 


£(?) = / 


k(adA)(-Rcos (pi -Rsiiup j + (z~z')k) 


( R 2 +(z-zf) m 


donde hemos escrito el elemento diferencial de carga superficial en la forma dq' = crdA . La 
diferencial de superfície dA dei manto cilíndrico viene dado en la siguiente forma, usando 
coordenadas cilíndricas: dA = Rd <pdz’. Reemplazando en la expresión anterior, se tiene 
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r k(<jRd(pdz')(-R cos (pi -Rsirup j + (z~z')k) 

E(r) = —---- t - (9) 

J (i? 2 +(z-z ') 2 ) 3/2 

Las componentes E x y E dei campo se anulan, ya que se anulan las integrales sobre el 
ângulo ç >, 


E >=~\ 

e ,H 


C k<jR 2 cos(pd(pdz' j 

r kcjR 1 dz' 2 f 

' (7? 2 +(z-z') 2 ) 3/2 ~~ \ 

\(R 2 +(z-z') 2 f 12 j 


r koR 1 shupdcpdz' í 

f k(lR 2 dz' J 

' (R 2 +(z-zY) m ~ \ 

[( R 2 +(z-z') 2 ) 3/2 1 


LJL 

J cos(pdcp = 0 


J sinç?r/ç? = 0 


( 10 ) 


( 11 ) 


Por lo tanto, la única componente dei campo eléctrico que es distinta de cero, es la 
componente E_ 


E *=\ 


kaRd(pdz\z~ z') 


l7t L 


(R 2 + (z-zff 2 

2 K 

Calculando las integrales, se tiene J d<p= 2n , y 


koR J dcp J 


(z-z ')dz' 


t\2 \3/2 


0 0 


(R 2 +(z-zY) 


( 12 ) 


L. 

1; 


(z~z ')dz' 


1 


(R 2 + (z-z?) m J/f+u-z? 
reemplazando en (12), tenemos 

E_ = k<jlnR ^ 1 * 


(13) 


(14) 


V R 2 + (z-L ) 2 Vr 2 + z 2 

En consecuencia, el campo eléctrico resultante de todo el cascarón cilíndrico de carga 
apunta sólo en la dirección z + , es decir, É - E_ k . 

1 1 


E = kolKR 


V R 2 +(z-L ) 2 JlY + . 


(15) 


b) Cálculo dei potencial eléctrico V(r) (método vectorial). 

Usando la definición vectorial dei potencial V(r) podemos escribir 


v ^-íYYrí 


koRdípdz 

> 2 +(z-z') 


i 2 n L 

— = k(jR J d<pj 


dz' 


tJr 2 +(z~z') 2 


(16) 
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Lj 

V{r) = kaR2n\ 


dz' 


dz' 


V R 2 + (z-z ') 2 
-ln ((z-z') + Jr 2 + (z-z ') 2 


(17) 


(18) 


Í^R 2 +(z-z') 2 

Reemplazando este resultado, el potencial electrostático dei cascarón cilíndrico viene dado 
por: 

r / /—r-r\ / /—r-r\“l 

(19) 


V{r) = kaRln 


ln 


(.z + ^R 2 +z 2 )-\ni [ iz-L) + ^R 2 +iz-L) 2) j 


c) Cálculo dei campo eléctrico Ê{r) a partir dei potencial Vir) conocido. 

dVU) 

Usando la relación E(r) = -W(r) =-;—, considerando el potencial obtenido en (19), 


dz 


se tiene 

È(z) = -koR2n 
calculando las derivadas, se obtiene 


— ln \z + ^Jr 2 + z 2 I 

-A, n f 

L dz [ J 

dz 1 


( 20 ) 


E(z) = —kaRln 


1 + 


4r 


i+ 


2 + z 2 


iz-L) 

V Rr+iz-Lf 


z + ylR 2 + z 2 íz-L) + Jr 2 +íz-L ) 2 


( 21 ) 


Simplificando, se obtiene el mismo campo eléctrico encontrado anteriormente a partir de la 
definición vectorial 


E(z) = kaRln 


1 


1 


V r 2 +íz-l ) 2 


( 22 ) 


d) Cálculo dei potencial eléctrico Vir) a partir dei campo eléctrico E(r) conocido. 

Usando la relación Vir) = -j É ■ dl y considerando una trayectoria que va desde infinito 

hasta las cercanias dei cascarón cilíndrico siguiendo, por simplicidad, la dirección - k , es 
decir, desde infinito hasta una distancia z dei cilindro, vemos que E ■ dl = —E dl. Por otra 
parte, se cumple que dl = -dz . Entonces, É ■ dl - E dz y podemos escribir 
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4 

V(r) = -^Edz = -kcrR2zrj 


1 


1 


V R 2 +(Z-L ) 2 Jr 2 + z 2 


dz 


(23) 


Integrando se obtiene el mismo potencial V(z) hallado anteriormente en la relación (19), 

z + Jr 


V(z) = k<jR27T\n 


,2 + z 2 


( z-L) + ^R 2 + (z-L ) 2 


(24) 


f) Cálculo dei campo eléctrico E(r) dei cascarón cilíndrico usando el campo de un anillo 
de carga (Método de las aportaciones infinitesimales) 

Este método es bastante general y permite calcular el campo eléctrico E{r) y el potencial 
V(r ) en distintas situaciones en las que la distribución de carga puede ser subdividida en 
distribuciones de carga de menor dimensión. Este método tiene ventajas sobre los otros 
métodos si la distribución de carga de menor dimensión es calculable de manera mucho 
más sencilla que usando el método vectorial. 

En el caso dei cascarón cilíndrico que estamos estudiando, debemos usar un alambre 
circular de carga para calcular el cascarón completo. La Fig. 6.2 muestra la forma en que el 
cascarón cilíndrico puede ser subdividido en infinitos alambres de radio R con diferencial 
de carga dq y espesor dz '. Cada alambre de carga se encuentra a la distancia (z - z') dei 

punto P . Allí también puede verse el campo diferencial dE creado por el alambre de 
carga. 


a 



Figura 6.2 Anillo diferencial de carga para calcular campo y 
potencial eléctricos. 

Sabemos que campo eléctrico E creado por un alambre de radio R y carga Q, 
depende sólo de la distancia z sobre el plano dei alambre y apunta en la dirección dei 
eje z . El campo vale, 
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kQ z 


V3/2 


(25) 


(fl 2 + z 2 ) 

Para el alambre con carga diferencial dq mostrado en la Fig. 6.2, el campo eléctrico es 


un campo diferencial dE que se escribe en la siguiente forma, 

kdq'(z~z') 


dE_ =- 


/ ,\3/2 

(a 2 +U-zT) 


(26) 


Nótese el cambio de z—>(z — z') y de Q —» dq . Estos câmbios contienen la esencia dei 
método que estamos tratando. Ahora sólo nos falta escribir el diferencial de carga dq' dei 
alambre en función de la variable z' ■ La Fig. 6.3 muestra un anillo diferencial de radio R y 
espesor dz' 




dz' 




dq' 


Figura 6.3 Anillo diferencial de carga. 


El área diferencial vale dA = InRdz ', y por lo tanto, la carga diferencial vale 
dq = ít2 nRdz' ■ El campo diferencial dE_ se puede escribir en la forma 

kalnRiyZ- z')dz' 


dE_ 


/ „ o\3/2 

[r-+(z-z r ) 


(27) 


Por el principio de superposición sumamos todos los campos diferenciales para obtener el 
campo resultante, 



k<j27TR(z~ z')dz' 

0 \ 3/2 

(fl 2 +( z -zT) 


(28) 


Al realizar la integración obtenemos el mismo campo resultante obtenido anteriormente en 
relación (22), 


: kolnR 


■X Ir 2 +(z-L ) 2 Jr 2 + z 2 


(29) 


45 


















2.2.2 Unidad I: Problemas Resueltos 


g) Cálculo dei potencial eléctrico V(r) dei cascarón cilíndrico usando el potencial de un 
anillo de carga (Método de las aportaciones infinitesimales). 

Procediendo de manera similar al problema anterior, usaremos el potencial creado por un 
alambre de radio R y carga Q . Dicho potencial depende sólo de la distancia z sobre el 
plano dei alambre. El potencial dei alambre vale 

kQ 


V(z)-- 


Vã 


2 +z 2 


(30) 


Entonces, el potencial dV para el alambre con carga diferencial dq mostrado en la Fig. 
6.3, se escribe en la siguiente forma: 

kdq' 


dV = - 


(31) 


Nótese nuevamente que hemos hecho el siguiente cambio: z—>(z — z') y Q —> dq '. Usando 
dq - olnRdz' e integrando, escribimos, 

V(z) = J-rfV=; lfMÊ= (32) 


lR 2 Hz-z7 

Al calcular la integral, se obtiene el mismo resultado encontrado anteriormente 

z + ^R 2 + z 2 


V(z) = k<jR27T\n 


( z-L) + ^R 2 + (z-L ) 2 


(33) 


7.- a) Calcule el campo eléctrico E en un punto P exterior a un cilindro con densidad 
volumétrica de carga p = cte , radio R y altura L , cuyo eje coincide con el eje z , tal como 
se muestra en la figura, b) Calcule el potencial electrostático V . 


x 



Figura 7.1 Cilindro de carga que crea campo eléctrico y potencial. 
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Solución: 

a) Calcule el campo eléctrico E 

En primer lugar, consideremos un diferencial de carga dq' = pdV , donde el volumen dV 
corresponde al volumen diferencial de carga ubicado a una distancia z de la base dei 
cilindro. En coordenadas cilíndricas (r,^, z ), se tiene 

dV = rd(j)drdz' (34) 

Poniendo el origen dei sistema de coordenadas en la base dei cilindro, se tiene, 


r = zk (35) 

donde z localiza al punto fijo P . La posición dei elemento diferencial de volumen viene 
dada por, 

r' = r cos (j)i + r sin (j)j + z'k (36) 

donde r es el radio variable dei elemento de volumen medido desde el eje dei cilindro. 
Usando los valores conocidos, (r — r') viene dado por, 

(r -r') = (z~ z')k-rcos</>i -rún(j)j (37) 



(38) 

(39) 


(40) 


Dado que las integrales son separables porque las coordenadas son independientes, y dado 
que la coordenada <j> varia entre 0 y 271 , las integrales sobre los ejes x e y se anulan, ya 

Í 2n p 2/r 

( sin^<r/^=J () cos (/)d(j) =0. Luego, la última integral queda, 



(z~ z')rdrdz' 

r\ \ 3/2 

(r 2 +(z-z'Y) 


k 


(41) 
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Separemos las integrales, 




(r = +(z-z')’) 


Integrando primero sobre la variable r para (z~z') fijo, se obtiene, 


ÊCr) = ^\(z-z)dz r^i 


« J +(z-z'f 


£(?) = — í r~— ~z , Z Z dzk 

2í « » M Jr-+(z-z)' I 


Dado que z - z' > 0, se puede simplificar el integrando, obteniendo 




'0 0 0 


(z-z')dz' 
Ir 2 +(z-z'Y 


El campo eléctrico resultante depende sólo de la variable z , 


L + Jr 2 +(z-L) 2 -Yr 2 +z 2 k 


b) Calcule el potencial electrostático V . 


El potencial viene dado por 


Vir) = ^—\^ y 


4 7T£ 0 J r -r 


Considerando el mismo elemento de volumen, y reemplazando los valores obtenidos antes, 


se tiene 

T7/ _ N 1 r prdfidrdz' 

V{r) = - - , = 

1 ^+(z-z') 

Integrando sobre <j >, y separando las integrales, se tiene, 

v(r)=-e-\dzj , rdr 

2f 0 o o Jr 2 +(z-z'Y 


V(r) = zf-\dz tJr 2 + (z~z') 
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2.2.3 Unidad II: Ley de Gauss 


En esta Unidad se obtiene la ley de Gauss para una carga puntual y luego se generaliza esta 
ley a partir de una gran variedad de evidencia experimental. Luego se aplica la ley de Gauss 
para calcular el módulo dei campo eléctrico para diferentes tipos de distribuciones de carga, 
los cuales presentan ciertas simetrias especiales. 


1.- Ley de Gauss 

Ya vimos en el capítulo 1 que el campo eléctrico generado por una carga puntual q en 
reposo, a una distancia radial r , viene dado por 


Ê = 



( 2 . 1 ) 


r 

donde hemos elegido la posición de la carga puntual como el origen dei sistema de 
referencia para medir el campo eléctrico. La Fig. 2.1(a) muestra una carga puntual q 
encerrada por una superficie arbitraria S . Allí se han dibujado varias líneas de campo 
eléctrico E , que salen radialmente desde la carga q . También se han dibujado los vectores 


diferenciales de superficie dS que son perpendiculares a una tangente a la superficie en 
cada punto. 




a) 


Figura 2.1 Ley de Gauss 


b) 
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En la Fig. 2.1(b) hemos dibujado un cono asociado al ângulo sólido diferencial dCl , el cual 


se define como d kl = 


f ê r ■ dS x 




, donde ê es un vector unitário en la dirección radial en la 


cual apunta el campo eléctrico, y r es la distancia radial desde la carga q a la superficie. El 
ângulo sólido Í2 se mide en estereoradianes. 

Si multiplicamos el campo eléctrico dado por la ecuación (2.1) por un diferencial de 
superficie dS a través dei producto punto de vectores, se tiene 


E dS = kq 


f ê-dS A 


( 2 . 2 ) 


reemplazando en esta relación la definición de ângulo sólido d kl , obtenemos 

ÈdS = kqdkl (2.3) 

integrando sobre la superficie cerrada, obtenemos el flujo dei campo eléctrico a través de la 
superficie cerrada S , 

<j) È ■ dS = kqi j) dkl (2.4) 

s s 

El ângulo sólido total sobre cualquier superficie S cerrada vale \k , es decir, 

j)dkl. = 4x (2.5) 


Reemplazando este valor en (2.4), obtenemos 

)É-dS = kq47T 


( 2 . 6 ) 


pero k 


1 


4 Jt£.. 


, con lo cual se obtiene la forma final de la ley de Gauss 


j)ÉdS = 


q 


(2.7) 


s '■'O 

El flujo dei campo eléctrico a través de una superfice cerrada cualquiera que condene a 
una única carga puntual q en reposo, es igucd al valor de la carga q, dividido por la 
permitividad eléctrica dei vacío 


& É dS = 
Js 


q 


( 2 . 8 ) 
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Naturalmente que si la carga no se encuentra dentro de la superfície Gaussiana, entonces 
elflujo cerrado vale cero, cj) É ■ dS = 0. 


Consideremos ahora que tenemos un conjunto de N cargas puntuales q } encerradas dentro 
de la Gaussiana. El Principio de Superposición indica que el campo eléctrico resultante E 

—* % ^ jV —* 

es la suma vectorial de los campos eléctricos individuales, E = 2^ _E j . Reemplazando este 


resultado en ( 2 . 8 ), la integral de flujo viene dada por 

$M=h{Íp' 


dS 


(2.9) 


V i =i J 

Cambiamos la sumatoria por la integral porque ambos operadores son lineales, se obtiene 

N , v 

= ( 2 . 10 ) 

j=i 

La aplicación de la ley de Gauss a cada carga por separado, independientemente de la 
presencia de las otras cargas encerradas en la superfície Gaussiana nos da 




E dS = — 

s 1 p 


Reemplazando este resultado en la relación (2.9), se tiene 






£o j =i % 


( 2 . 11 ) 


( 2 . 12 ) 


ÉdS = (2.13) 

donde q ncVi - ^ , es la carga total o carga neta contenida dentro de la superfície 

Gaussiana y corresponde a la suma algebraica de cargas. En consecuencia, si 
qn e ta = V q = 0, el flujo sobre la superfície cerrada vale cero. Por lo tanto, lo relevante 

para la ley de Gauss es la carga neta o carga total encerrada dentro de la Gaussiana. 


(f É dS 

s 


(2.14) 


Si dentro de la Gaussiana encerramos una distribución continua de carga determinada por la 

densidad volumétrica de carga p{f') = — 7 , entonces, la carga neta q neta encerrada dentro 

dV 

de la superfície Gaussiana se obtiene a través de la integral 
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<lne,a = { dc í = \p{r)dV (2.15) 

V V 

donde V es el volumen encerrado por la superfície Gaussiana. Reemplazando este 
resultado en (2.14), tenemos 

j)É-dS = — \p(r)dV (2.16) 

£ 0 v 

Es importante destacar que la carga que está fuera de la superfície Gaussiana no contribuye 
al flujo eléctrico sobre la superfície Gaussiana. Esto no significa que las cargas externas no 
sean importantes, ni tampoco significa que pierdan su significado físico, lo que ocurre es 
que el flujo eléctrico neto que producen las cargas eléctricas que se encuentran fuera de la 
superfície Gaussiana es cero siempre. 


2.- Forma diferencial de la ley de Gauss. 

Para obtener la forma diferencial de la ley de Gauss, usemos el teorema matemático de la 
divergência de campos vectoriales. Este teorema indica que el flujo sobre la superfície 
cerrada es igual a la integral de la divergência dei campo sobre el volumen encerrado por la 
superfície Gaussiana, esto es, 

§É-dS =\v ÉdV (2.17) 

v 


donde V É es la divergência dei campo eléctrico vectorial, y donde dV es la diferencial 
de volumen encerrado por la superfície S . Reemplazando este resultado en la ley de Gauss 
(2.16), se tiene 

j)É-dS =^V-ÉdV = — fp(r)dV (2.18) 

V 


jV-ÉdV = —jp(r') dV 

V ^0 V 

fj 'V-Ê-fp(r) 


dV = 0 


(2.19) 


( 2 . 20 ) 


para que esta relación sea válida para cualquier volumen arbitrário, se debe cumplir que el 
integrando sea cero, es decir, 

P 


VE 


( 2 . 21 ) 
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Esta es la forma diferencial de la ley de Gauss, y al mismo tiempo es la forma diferencial 
de una de las ecuaciones de Maxwell dei electromagnetismo. 

3.- Ley de Gauss con dieléctricos 

Cuando queremos calcular el módulo dei campo eléctrico en regiones donde existen 
materiales dieléctricos, entonces debemos generalizar la ley de Gauss, debido a que la 
presencia de los materiales dieléctricos provoca câmbios en el campo eléctrico. Lo que 
ocurre es que aparecen cargas de polarización inducidas en los dieléctricos, tal como se 
mostro al final de la unidad I. Estas cargas inducidas generan campos eléctricos que se 
oponen al campo externo que actúa sobre el dieléctrico. Por dicha razón, el campo total 
resultante es menor que el campo eléctrico externo. Experimentalmente se encuentra que la 
relación entre el campo eléctrico sin dieléctrico E 0 y el campo eléctrico con dieléctrico E d , 
viene dada por 

^ = k (22) 

E 

donde k > 1 se denomina constante dieléctrica. Experimentalmente, k depende de cada 
dieléctrico. Para el aire o el vacío, los valores de k son casi los mismos: k = 1. 

Por otra parte, cuando comparamos la relación entre las diferencias de potencial en regiones 
sin dieléctrico (V 0 ) y con dieléctrico ( V d ), se observa experimentalmente que 

^ = k (23) 

V d 

La influencia de los dieléctricos sobre el campo eléctrico permite generalizar a ley de Gauss 
sin dieléctricos que viene dada por la relación (2.13). Experimentalmente, la ley de Gauss 
con dieléctricos viene dada por, 

d) kÉ-dS=^ (24) 

J S p 

c 0 

donde q neU es la carga neta libre, es decir, no contiene a las cargas de polarización 

inducidas. Nótese que ahora el campo eléctrico E aparece multiplicado por la constante 
dieléctrica k. 
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4.- Aplicaciones de la Ley de Gauss. 

La ley de Gauss en su forma integral dada por (2.14) o por (2.16), es una ley que permite 
obtener fácilmente el flujo dei campo eléctrico a través de una superfície cerrada llamada 
superfície Gaussiana. Esta ley tiene validez universal, ya que más adelante veremos que 
sigue siendo válida aún en el caso dinâmico. Además debemos agregar que esta ley no es 

una ley destinada a calcular el campo eléctrico E . Sin embargo, a través de esta ley 
podemos calcular el módulo E dei campo eléctrico E en ciertas situaciones muy 
especiales en que la carga q o la densidad de carga p (o O o Á ) están distribuidas con 
cierta simetria, de modo de poder dibujar una superfície Gaussiana sobre la cual se 
produzcan ciertas condiciones, tales como: 

a) que el campo eléctrico E , cuya forma conocemos de manera aproximada (sus líneas de 
campo), sea constante en módulo sobre toda la superfície Gaussiana; o 

b) que el campo E , cuya forma conocemos de manera aproximada, sea constante en 
módulo sobre una parte de la superfície Gaussiana, y además que la integral j Ê ■ dS se 
anule sobre las otras partes de la superfície Gaussiana. 

Cuando alguna de estas condiciones se cumple, debido a la forma en que están distribuidas 

las cargas que crean el campo eléctrico E , entonces podemos obtener el módulo dei campo 
eléctrico en alguna región de interés. Estas regiones pueden contener o no regiones parcial 
o totalmente llenas con dieléctrico. 
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2.2.4 Unidad II: Problemas Resueltos 


En esta parte dei Dossier aplicamos la ley de Gauss para resolver problemas en los cuales 
se pueda calcular el módulo dei campo eléctrico. Dependiendo dei tipo de simetria de la 
distribución de carga se usa la ley de Gauss de manera directa. Si ésto no es posible, se usa 
la ley de Gauss combinada con el Principio de Superposición. 

Equation Chapter 2 Section 2 

1.- Hallar el módulo dei campo eléctrico creado por una carga puntual positiva en reposo. 



Figura 1.1 Campo eléctrico de una carga puntual. 

Solución: 

Dada la simetria esférica con que salen las líneas de campo eléctrico E desde la carga 
puntual q , es conveniente definir una superficie Gaussiana de forma esférica y de radio r. 

En este caso, el campo eléctrico E tiene módulo E constante sobre toda la superficie, 
porque el módulo dei campo depende sólo de la distancia radial y ésta es constante sobre la 

esfera. Además, sobre cada punto de la superficie Gaussiana, los vectores E y dS son 
siempre paralelos entre si, es decir, se cumple que E dS = E dS cos 0 ° = E dS, por lo tanto, 
la ley de Gauss para este caso queda: 

(£ Ê-dS = <&> E dS = — (2.1) 

J esf. J esf. p 

c 0 

Dado que el módulo E dei campo eléctrico es constante sobre la superficie esférica, se 
puede sacar E fuera de la integral 

Ei f dS = (2.2) 

J esf. p 

C 0 


57 








2.2.4 Unidad II: Problemas Resueltos 


La integral sobre la superfície esférica vale d) dS = S f 

J esf. 

despejando el módulo dei campo eléctrico E se tiene: 

E= c l = kc l 
4 7T£ 0 r 2 r 2 


4;rr 2 , reemplazando y 

(2.3) 


donde k = 


f 1 A 


4 7T£, 


. Hemos obtenido así el módulo E dei campo eléctrico de una carga 


o J 


puntual q usando la ley de Gauss. Este resultado coincide exactamente con el valor dei 
campo eléctrico obtenido usando la ley de Coulomb en el capítulo 1. Nótese que el módulo 

03 


E dei campo eléctrico tiende a cero, E —> 0, como 


vr 2 y 


cuando r —> °° 


2.- Hallar el campo eléctrico creado por una línea de carga de extensión infinita, de 
densidad lineal de carga Ã = cte. 

Solución: 

Dada la simetria cilíndrica que presenta el problema, y dado que sabemos que las líneas de 
campo eléctrico sólo pueden salir radialmente desde la línea de carga, ya que no pueden 
cortarse entre sí, es conveniente dibujar una superfície Gaussiana de forma cilíndrica de 
radio r y de largo finito L , tal como se muestra en la Fig. 2.1. 


É E dS E dS E É 
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Figura 2.1 Gaussiana cilíndrica para alambre con carga muy largo. 
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La superfície Gaussiana está formada por tres regiones distintas: 

a) un manto cilndrico de radio r, sobre el cual el vector campo eléctrico E cruza en forma 
radial, y por lo tanto E es paralelo a la diferencial de superfície dS dei manto 
cilíndrico. Además el módulo E dei campo eléctrico es constante a la distancia radial 
fija r. 

b) sobre las tapas circulares izquierda y derecha de la Gaussiana cilíndrica el campo 
eléctrico E es tangente a cada tapa, pero la diferencial de superfície dS es 
perpendicular a la tapa, y por lo tanto, perpendicular al campo E . 

La Fig. 2.1 muestra la relación geométrica entre los vectores E y dS para cada una de las 
regiones en que se divide la Gaussiana cilíndrica. Así, sobre las tapas izquierda y derecha, 

la contribución dei campo eléctrico al flujo eléctrico es cero, ya que EdS = 0, porque 
ambos vectores son perpendiculares. Por otra parte, sobre el manto de la Gaussiana 
cilndrica, los vectores E y dS atraviesan la superfície y salen de ella en forma paralela, 
por lo tanto, E dS = EdS . Al aplicar la ley de Gauss a esta configuración de carga, se tiene 

(J) ÉdS= J EdS + J ÉdS+ J ÉdS = — q neta (2.4) 

cilindro manto tapa tapa ^0 encerrada 

Gaussiano cilíndrico izquierda derecha 

Usando EdS = 0 en las tapas y E-dS - EdS en el manto cilíndrico, la relación (2.4) 
queda 

J EdS = -q„„ (2.5) 

manto £ 0 encerrada 

cilíndrico 

Dado que el módulo dei campo eléctrico E es constante sobre la superfície Gaussiana 
cilíndrica, se puede sacar de la integral y las relación (2.5), queda 

E I dS = (2.6) 

manto £ 0 encerrada 

cilíndrico 

La integral mide la superfície S manto dei manto cilíndrico, la cual vale S manto = IftrL. 

cilíndrico cilíndrico 

Reemplazando en la ecuación anterior, obtenemos 

E(2xrL) = -q m (2.7) 

£ 0 
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La carga encerrada dentro de la Gaussiana de radio r y largo L, se obtiene usando la 

densidad lineal de carga 1 = ^. Dado que estamos considerando que 1 = cie, entonces, 

dl 

la carga encerrada viene dada por 


l=L l=L 

d nela = j Ádl = Ã j dl = ÁL 

1=0 1=0 


( 2 . 8 ) 


Insertando este resultado en la relación (2.7) y despejando, obtenemos el módulo E dei 
campo eléctrico generado por la línea de carga infinita, 


À 2kÃ 


2kej 


(2.9) 


donde hemos usado la constante k = —-—. Nótese que el módulo E dei campo eléctrico 

4 K£ n 


tiende a cero, E —> 0, como 


UJ 


cuando r —> . 


3.- Hallar el campo eléctrico creado por un plano infinito de carga con densidad superficial 
de carga a = cte. 



Figura 3.1 Campo eléctrico generado por un plano infinito de carga. 


Solución: 

Consideremos un plano de extensión infinita con densidad superficial uniforme de carga o. 

Dado que las líneas de campo eléctrico E no se pueden cortar, el campo generado por la 
lâmina de carga está formado sólo por líneas paralelas entre sí que salen 
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perpendicularmente al plano infinito de carga. Dada esta configuración de las líneas de 
campo eléctrico, conviene usar una superfície Gaussiana cilíndrica que atraviese 
perpendicularmente el plano infinito de carga, tal como se indica en la Fig. 3.1. En ese 
caso, el eje dei cilindro Gaussiano coincide con las líneas de campo eléctrico. De esta 
forma se aprovechan algunas simetrias útiles para el cálculo dei módulo dei campo 
eléctrico usando la ley de Gauss. La ley de Gauss aplicada al cilindro Gaussiano, queda 

| É-dS = J ÉdS + J ÉdS + J ÉdS = — q neta (2.10) 

cilindro manto tapa tapa ^*0 encerrada 

Gaussiano cilíndrico izquierda derecha 

En el manto dei cilindro gaussiano ambos vectores son perpendiculares ( E • dS = 0), ya que 
el campo E es paralelo a la superfície y dS es perpendicular a la superfice Gaussiana 
cilíndrica. Por lo tanto, se cumple que J É dS = 0 En consecuencia no hay 

manto 

cilíndrico 

contribución al flujo en el manto cilíndrico. Entonces, la única contribución al flujo 
eléctrico puede venir a través de las tapas de la Gaussiana cilndrica. En cada una de las 

tapas dei cilindro Gaussiano se cumple que É ■ dS = E dS , porque ambos vectores son 
paralelos. Además, el módulo E dei campo eléctrico en cada punto de cada una de las 
tapas es constante, por lo tanto, se puede sacar fuera de la integral. La integral sobre las 

tapas queda J É dS = EA, donde A es el área de cada tapa cilíndrica. En 

tapa 

izquierda 


consecuencia, la relación (2.10), queda, 


<f Ê-dS = EA +EA = —q ne , a 

cilindro £ 0 encerrada 

Gaussiano 

(2.11) 

2AE = T‘‘-'- 

Cq encerrada 

(2.12) 

r, 1 

E =- q , 

9 A £. ” neta 

Z,/1 Cq encerrada 

(2.13) 

La carga neta g neta encerrada en la Gaussiana cilíndrica vale: g neta = J adS 

s 

= o A , ya que 

o = cte. Reemplazando este valor en (2.13), obtenemos el módulo dei campo eléctrico 

creado por una placa infinita de densidad de carga o , 
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E = 



(2.14) 


4.- Las placas metálicas de la Fig. 4.1 están cargadas con igual densidad de carga o , pero 
de signos distintos: <7 y o . Hallar el campo eléctrico en las regiones (/) y (III) 
exteriores a las placas, y en la región (II) en medio de las placas. Este sistema define a un 
condensador de placas paralelas. La Fig. 4.1 muestra las tres regiones de interés: (I), (II) y 
(III) donde queremos medir el módulo dei campo eléctrico. 


7 + 

V 


(I) 



E 


+ 

-► 

— 

+ 


- 

+ 

-► 

- 

+ 

(II) 

- 

-I- 

-► 

— 


<- d 



(III) 


Figura 4.1 Condensador de placas paralelas. 

Solución: 

La lâmina metálica tiene un cierto espesor, y la carga libre está distribuida en su superfície. 
Esto significa que el campo eléctrico al interior dei metal vale cero, es decir, E metal = 0. 

Estudiaremos este problema suponiendo que las placas metálicas son muy grandes y nos 
enfocaremos en buscar el módulo dei campo eléctrico en las cercanias dei centro de las 
placas. Hacemos esta suposición para evitar las irregularidades de las líneas de campo 
eléctrico en los bordes de las placas que impedirían la aplicación de la ley de Gauss para 
calcular el módulo dei campo eléctrico. 

La Fig. 4.2 muestra la posición de los cilindros gaussianos adecuados para obtener el 
módulo dei campo eléctrico en las regiones (7) y (III) (región exterior), y para obtener el 
módulo dei campo electrico en la región (II) (región interior). 

Para calcular el campo eléctrico en las regiones (7) y (777), exteriores a la placas 
metálicas, es conveniente colocar una Gaussiana cilíndrica de manera similar a lo realizado 
en el ejemplo anterior, pero que atraviese las dos placas simultáneamente (lado izquierdo de 
la Fig. 4.2 rotulada como región exterior). 
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Región exterior Región interior 
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Figura 4.2 Gaussianas en cada región de interés. 


En ese caso, la carga total encerrada dentro de la Gaussiana es igual a cero, 
<7neta - q + + cf - (J + A - <7 A - ( <7 + - <7 ) A = 0 , porque existe igual cantidad de cargas 

positivas que negativas encerradas dentro dei cilindro Gaussiano. La ley de Gauss indica 
que el flujo cerrado dei campo eléctrico vale cero, 

d neta 


<f É-dS=^ = 0 

cilin p 


(2.15) 


F = F =0 

^(i) ^(in ) u 


En consecuencia, el campo eléctrico en las dos regiones externas vale cero, es decir, 

(2.16) 

Para hallar el campo eléctrico en la región II (región interior), se puede colocar una 
Gaussiana cilíndrica de modo que una de sus tapas quede en el interior de la placa metálica 
b, y la otra tapa quede en el espacio vacío entre las placas b y a, como se puede ver en la 
parte derecha de la Fig. 4.2 rotulada como región interior. La tapa que queda en el interior 
de la placa metálica positiva (placa b ) no contribuye al flujo eléctrico ya que el campo 
eléctrico en el interior de un conductor es cero ( E metal =0). Dado que no hay contribución 
al flujo eléctrico en el manto cilíndrico, ni dentro ni fuera dei metal, la única contribución al 
flujo eléctrico proviene de la tapa que queda entre los dos conductores metálicos (entre b y 
a ). En dicha tapa, E y dS son paralelos, lo que implica que EdS = EdS . Además, E es 
constante en cada punto de la tapa de área A , por lo tanto, la ley de Gauss queda 

(£ EdS = EA = ^. (2.17) 

J cilin p 
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La carga neta encerrada por la Gaussiana cilíndrica vale q mlí[ = J <JdS = a A luego el campo 


eléctrico en la región (77) entre las dos placas metálicas está dado por 


(2.18) 


finalmente el módulo dei campo eléctrico queda 


(2.19) 


Este resultado es exactamente el doble dei valor dei campo eléctrico encontrado para una 
sola placa de carga calculado en el problema 3. 

5.- Resolvamos ahora el problema 4 usando el principio de superposición. 

Solución: 

Para aplicar el principio de superposición en este caso, debemos considerar por separado el 
campo producido por cada placa a y b de la Fig. 4.1. El campo eléctrico de cada placa 
metálica fue calculado en el problema 3, y su valor es 

E = — (2.20) 

2f 0 

La dirección dei campo es tal que las líneas de campo salen perpendicularmente de la placa 
positiva y llegan perpendicularmente a la placa negativa, es decir, el sentido dei campo está 
dado por el signo de la densidad de carga o. 

En las regiones (7) y (III) exteriores a las placas metálicas, debemos sumar los campos 
producidos por cada una de las placas. En la región (7) a la izquierda de la Fig. 4.1, se 


E(i) — E b + E a 


( 2 . 21 ) 


donde E h =-, sale de la placa b y apunta hacia la izquierda (negativo), y E a - -, 


llega a la placa a y apunta hacia la derecha (positivo). Dado que |<r + | = |<7 | = cr, ambos 

campos tienen igual módulo, pero direcciones exactamente opuestas, por lo tanto la 
superposición de ambos campos es igual a cero, es decir, 
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£„, = £,, + £>-^- + ^- = 0 ( 2 . 22 ) 

Zò 0 Zò 0 

Procediendo de igual manera en la región (III), se verifica el mismo resultado. Luego, 
hemos demostrado que en las regiones exteriores a las placas dei condensador de placas 
paralelas, el módulo dei campo eléctrico es cero: 

E(i) = E (III) = 0 (2.23) 

Para obtener el campo eléctrico en la región interior dei condensador, debemos realizar la 
misma suma de campos debidos a cada una de las placas. En este caso, el campo eléctrico 
producido por la placa b sale de ella y apunta hacia la derecha, a su vez, el campo de la 
placa a también apunta hacia la derecha, pero llega a la placa a . En consecuencia, en esta 
región ambos campos apuntan en la misma dirección (hacia la derecha), por lo tanto, el 
campo resultante es: 


'(//) 


E h + E a 


G G 

l£ 0 + 2s 0 


(2.24) 


valor idêntico al encontrado en el problema 4 para la región interior al condensador. 


6.- Hallar el campo eléctrico en función dei radio r para una esfera de carga con una 
densidad volumétrica de carga p(r ) dada por, 


p(r) = 



neZ,n> 0 siO<r<R 
si r > R 


(2.25) 


En la densidad p(r ), para cada valor de n dado, la constante a tiene las dimensiones 
físicas adecuadas para que la dimensión de la densidad de carga sea [ p] = 

Solución: 

Existen dos regiones de interés para este problema, la región interior a la esfera de carga de 
radio R , (r < R) y la región exterior a dicha esfera (r > R ). Para cada región de interés 
debemos usar una Gaussiana distinta. 

Región interior (r < R) 

La superfície Gaussiana apropiada para este problema es una esfera de radio r < R, 
concêntrica con la distribución esférica de carga como lo muestra la Fig. 6.1 con línea 
punteada. 
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Figura 6.1 Esfera de carga con Gaussiana esférica de radio r < R . 


Como ya vimos en el problema 1, las líneas de campo eléctrico E y las diferenciales de 
superfície dS sobre las esfera Gaussiana son paralelas, por lo tanto, EdS = EdS. 
Entonces, la ley de Gauss queda 


j)É ■ dS = j> EdS = 



(2.26) 


despejando se tiene, 


E§dS = EA7tr 


dn 


(2.27) 


E= q " et \ (2.28) 

Ane/ 

donde r es el radio de la Gaussiana esférica, ya que en dicha superfície estamos calculando 
el flujo eléctrico. La carga neta q ncVã viene dada por la integral de volumen sobre la 
densidad volumétrica de carga p, calculando la integral hasta el radio r de la Gaussiana 
esférica, ya que la carga que importa para la ley de Gauss es la carga total o neta contenida 
dentro de la Gaussiana, luego 

«... = j*’pdV (2.29) 


Usando la función p = p(r) - ar", para esta región, se tiene 

d neta = 

d neta = ^ (i E^dr) 


(2.30) 

(2.31) 
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donde hemos usado que la diferencial de volumen de una esfera viene dada por 
dV esfera = 4 7tr 2 dr . Integrando, se obtiene la carga neta contenida dentro de la Gaussiana de 
radio r < R, 


7 nela = 4 na 


r (' ,+ 3) 

(n + 3) 


(n + 3) 


Reemplazando este resultado en la relación (2.28), se obtiene, 

E= d neta = 1 

4 7I£ 0 r 2 4 7T£ 0 r 2 (/7 + 3) 

simplificando obtenemos el módulo dei campo eléctrico 


a 


J« +1 ) 


£■0(77 + 3) 


r <R 


(2.32) 


(2.33) 


(2.34) 


El vector campo eléctrico E(r < R) para puntos interiores de la esfera dieléctrica apunta 
radialmente hacia afuera y viene dado por 


E{r) 


a 


£ 0 (» + 3) 


(«+1) /v 

r p 


r < R 


(2.35) 


Como caso particular de esta relación podemos obtener el módulo dei campo eléctrico justo 
en la superficie de la esfera de radio R , haciendo r = R , 


E(r = R)= 01 R (n+1) 

£q ( 7 ? +3) 


(2.36) 


Región exterior (r > R) 

En este caso seguimos usando una Gaussiana esférica concêntrica con la distribución de 
carga, pero de radio r > R. Lo importante en este caso es calcular correctamente la carga 
total contenida dentro de esta nueva Gaussiana, 

Í r>R 

„ PàV (2.37) 

Esta integral se debe separar en dos regiones, una para r < R y otra para r > R , las cuales 
tienen distinta densidad de carga p{r ) , esto es 

Í R rr>R 

o P(r<R)dV + \ o p(r > R)dV (2.38) 

Para este problema, la densidad volumétrica de carga fuera de la esfera de radio R vale 
cero, es decir, p(r > R) = 0, por lo tanto, g neta dada por (2.38), queda 
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(2-39) 

En consecuencia, la carga total encerrada en esta nueva Gaussiana es justo la carga total Q 
de la esfera dieléctrica 


4xaR {n+3) 
(n + 3) 


(2.40) 


Aplicando la ley de Gauss para esta nueva Gaussiana, con g neta = Q, se tiene, 


2 _ C ln 


á)EdS = E4xr 2 = 


Q 


£ 0 £ 0 


(2.41) 


despejando, vemos que el campo eléctrico exterior a la esfera de carga es igual al campo 
eléctrico de una carga puntual: 


E{r > R) = ~y, r>R 
r 


(2.42) 


Reemplazando Q dado por ecuación (2.40) y k 


1 


4 7T£, 


, se tiene 


E(r) = 


aR 


(h+3) 


r> R 


(2.43) 


£ 0 (n + 3)r^ 

Como caso particular de este resultado podemos obtener el módulo dei campo eléctrico 
justo en la superfície de la esfera dieléctrica de radio R , haciendo r = R, 


E(r = R) = 




£ 0 ( n + 3) 


(2.44) 


Este resultado coincide con el resultado obtenido para la región r < R en la relación (2.36). 
Por lo tanto, el módulo dei campo eléctrico E(r) es una función continua en r = R, y 
podemos escribir su expresión en todo el espado como función de a y dei parâmetro 
n e Z, n > 0: 


E = \ 


a 


Cl (» + 3) 


aR 


(h+3) 


£ 0 (n + 3)i 


r l ” +1) si r < R 


si r>R 


(2.45) 


Existen vários casos particulares interesantes, como por ejemplo los casos n = 0 (esfera de 
carga homogénea) y n = 1 (primer caso de esfera de carga inhomogénea). Para el caso 
homogéneo, n = 0, se tiene 
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E = \ 


r a ■ s o 

E =- r si r < R 


3e n 


aR 

3 


(2.46) 


si r > R 


Para el caso de distribución inhomogénea de carga con n = 1, el módulo dei campo 
eléctrico viene dado por: 


r a 2 
E =-r 

si r<R 

4e 0 


aR 4 

si r > R 

4 £ 0 r 2 



(2.47) 


En cualquier caso, el vector campo eléctrico É(r) apunta radialmente saliendo dei centro 
de la esfera. 


7.- Hallar el campo eléctrico en el punto P exterior a una esfera de carga de radio R , con 
distribución homogénea de carga (p = cte .), a la cual le falta un esfera de radio a, como se 
muestra en la Fig 7.1. 



Figura 7.1 Esfera de carga con un agujero esférico. 


Solución: 

Este problema se puede resolver usando la ley de Coulomb, pero su cálculo es bastante 
complicado. Por otra parte, la ley de Gauss no se puede aplicar directamente porque no 
existe suficiente simetria en la distribución de carga. Sin embargo, usando de manera 
combinada el Principio de Superposición y la ley de Gauss podemos resolver fácilmente el 
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problema. La estratégia consiste en reemplazar la esfera de carga faltante (el agujero), por 
una esfera de densidad de carga (-/?), luego calcular el campo eléctrico producido por 

cada una de las esferas de carga y, finalmente, aplicar el principio de superposicion. Ver 
Fig. 7.2. 



Figura 7.2 Principio de Superposicion. 


El campo eléctrico resultante en el punto P , se debe a la superposicion de los dos campos 
generados por a) una esfera de carga de radio R y densidad volumétrica p ubicada en el 

origen de coordenadas, y b) una esfera de carga de radio a y densidad volumétrica {—p) 

( R\ 

(el agujero esférico), ubicada en la posición — dei eje x como se muestra en la Fig. 7.1 

V 2 7 

y 7.2. El campo eléctrico resultante E apunta a lo largo dei eje x. Por el Principio de 
superposicion el campo resultante viene dado por 

É = É X +É 2 (2.48) 

donde E l = E esfera es el campo eléctrico en el exterior de la esfera llena de radio R y 

grande 

densidad p , y donde É 2 = E esfera es el campo eléctrico en el exterior de la esfera chica de 

chica 


radio a, llena con carga de densidad (-/?). 

El campo en el exterior de una esfera de carga de radio R se calculo mediante la ley de 
Gauss en el problema 6, 


E(r >R) = 


kQ 


(2.49) 


r 

donde r es la distancia desde el centro de dicha esfera hasta el punto P donde se mide el 
campo eléctrico y Q es la carga total contenida en la esfera. Sea £j el campo de la esfera 
de radio R y densidad de carga p , ubicada en el origen de coordenadas mostrada en Fig. 
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7.1 y sea E 2 el campo creado por la esfera de radio a y densidad de carga (~p) ubicada 


en la posición J. 

El módulo dei campo E l viene dado por 


7 

"1 2 


(2.50) 


donde r x = (R + L) y Q x = J pdV = p —ttR 3 . Reemplazando en (2.50), se tiene 


_ 1 p\nR i 

‘ ^ 3 (R + L) 2 


(2.51) 


7 - ^ 

^ 3^ + l) 2 


(2.52) 


Este campo apunta en la dirección dei eje x + , es decir, 

P p R' 7 
E = —- T i 

3 MR + L) 2 


(2.53) 


El módulo dei campo E 2 viene dado por 


^2 — 2 


(2.54) 


donde r 2 = —f L y donde Q 2 es el módulo de la carga eléctrica contenida en la esfera 


hueca de radio a y densidad de carga (-/?), es decir, |g 2 | = |(|-yo|)<r/y =— 


Reemplazando en (2.54), se tiene 


1 Anpa’ 
4^n . 


3 —+ L 

l 2 


(2.55) 


_ p a 

' 2 ~3ZTr~Y 


(2.56) 


71 



2.2.4 Unidad II: Problemas Resueltos 


El vector campo eléctrico E 2 apunta en la dirección negativa dei eje x , porque la densidad 

de carga es negativa y por lo tanto la líneas de campo eléctrico apuntan en la dirección dei 
centro de la esfera, es decir, 


e 2 = 


P 


3fn 


R T 
— + L 

2 


-(-?) 


El campo resultante de la superposición E = E ] + E 2 , viene dado por 


(2.57) 


E = 


3 e n 


R 


( R+Ly 


R 


+ L 


(2.58) 


Nótese que el módulo dei campo eléctrico resultante E, es menor que el campo de la esfera 
llena de radio R, ya que el agujero de radio a le quita carga a la esfera y por lo tanto 
debilita el campo eléctrico resultante. 


8 .- Calcular el campo eléctrico en el punto P de coordenadas (v, >') exterior al cascarón 
esférico de radio interior a y radio exterior R, con densidad de carga homogénea p f] , 
mostrado en la Fig. 8.1. 



Figura 8.1 Cascarón esférico de carga con densidad constante p 0 . 
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Solución: 

ETsando lo aprendido en el problema 7, vamos a superponer los campos eléctricos creados 
por cada una de las esferas de carga de forma independiente. La esfera grande tiene 

densidad p y su campo eléctrico viene dado por E l = E l ê . El agujero tiene densidad (-/?) 
y su campo viene dado por É 2 = E 2 (- ê ). El signo negativo aparece porque la densidad de 


carga se considera negativa. En estas expresiones E x y E 2 son módulos de cada campo 
eléctrico y ê es el vector unitário que va dei origen dei cascarón al punto P de 
coordenadas (x, y) fuera dei cascarón. La superposición nos da 


Ê = É I +È 1 =(E Í -E 1 )ê 

El módulo dei campo eléctrico fuera de la esfera grande vale 



donde r 2 = (x 2 + y 2 ) y donde la carga neta encerrada Q x vale 


/v 

Q\ — j" P()dV — P{) 


-nR 


reemplazando en (2.60), se tiene 


í? _ k Q - *zkp 0 R 3 
' 3(.r + y 2 ) 


(2.59) 


(2.60) 


(2.61) 


(2.62) 


usando k = -, se obtiene 

Ane, 


kQ x 


Po r3 


3e 0 (r + y) 


(2.63) 


Para el agujero central de radio a, considerado como una esfera de carga con densidad 
(~p), se tiene, 


É=%-è) 

r 


(2.64) 


donde Q 2 indica el módulo de la carga. El signo menos dei vector unitário ê se escribe 


porque el campo eléctrico vectorial E 2 apunta hacia el centro de la esfera hueca, debido a 
que si densidad de carga es negativa. El módulo de la carga viene dado por 
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Qi = \{p,)dV =~xp 0 a 3 


(2.65) 


reemplazando en (2.60) y usando r 2 = (.r 2 + y 2 ), se tiene 


E 2 = 


p Q ci 


-(-ê) 


( 2 . 66 ) 


3f 0 (.r+ y 2 ) 

Reemplazando (2.63) y (2.66) en (2.59), obtenemos el campo eléctrico resultante dei 
cascarón esférico, 


E = 


Po R 


p 0 a 


3 £ o{ x ~ + 3 ^) 3 £ 0 (x 2 +y 2 ) 


-(R 3 -a)( 


(2.67) 

( 2 . 68 ) 


3e 0 (.r + y 2 ) 

7 

Nos falta calcular el vector unitário ê = — que va dei origen hasta el punto P . Para este 

r 

caso r = iyxi + y) y su módulo r vale r = yjx 2 + y 2 , luego 

. (■«’+») 


7 


2 . 2 


(2.69) 


Reemplazando en (2.68), tenemos el vector campo eléctrico resultante de la superposición, 

= a,( r! -« 5 ) 


(■»+») 


(2.70) 


3^0 (jt + y 2 ) 3 

Caso particular a) Si a —> R , es decir, el cascarón se hace extremadamente delgado, 
entonces (i? 3 -a 3 )—>0, lo cual implica que el campo resultante vale cero, É = Õ. Esto 
ocurre porque entonces el cascarón prácticamente no tendría carga. 

Caso particular b) Si a —> 0, es decir, si no hay agujero interior, entonces tenemos una 


única esfera llena de carga y el campo vale É - ■ 


Po RÍ 


-(xi + yj) = 


Y\ _ Po R3 


3£ 0 (x 2 + y~y 


decir, obtenemos el mismo resultado que el campo de una carga puntual E 


3 e 0 r 


r . Es 


kQ 


-r . 
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Consideremos ahora la solución de este problema usando la ley de Gauss, pero sin usar la 
superposición de los campos de dos esferas. 


Dada la simetria dei problema, para calcular el campo eléctrico en puntos exteriores al 
cascarón de carga podemos usar una única Gaussiana de radio r>R. La ley de Gauss 
viene dada por 



(2.71) 


Sabemos que E y dS son paralelos sobre la superfície Gaussiana y sabemos que el 
módulo E dei campo eléctrico es constante sobre cualquier punto de la superfície de la 
esfera Gaussiana de radio fijo r > R . La ley de Gauss queda 



(2.72) 


f 2 

La superfície de la esfera vale O dS = 4 nr , por lo tanto, el módulo E viene dado por 


E= Clnet \ (2.73) 

4 7T£ 0 r 

Usando la Fig. 8.1, el radio de la Gaussiana vale r = yjx 2 + y 2 . Matemáticamente, la 
densidad de carga p(r) de este cascarón viene dada por 


p{r) = \ 


0 si r <a 
p 0 si a<r <R 
0 si r > R 


(2.74) 


Ahora podemos calcular la carga neta encerrada dentro de la Gaussiana 

r>R r=a r=R r>R 

9„,„ = 1 p(f)dV = | p(r’)dV + | p(r)dV + j p(f')dV (2.75) 

r =0 r=0 r=a r=R 

Dado que p(r) es distinta de cero sólo en el cascarón esférico ( a<r<R ), la relación 


(2.75) queda 


dn 


R 


1 P(f)dV 


(2.76) 


usando p{r') = y dV = An:r' 2 dr ', se tiene 
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Q n 


A A 

= J p Q Anr' 2 dr' = Anp t) J r' 2 dr' 


(2.77) 


Finalmente, la carga total almacenada dentro de la Gaussiana vale 


d neta ^P0 


Attp, 


(R 3 -a 3 ) 


(2.78) 


Insertando este resultado en la relación (2.73), se tiene 

4 m 


E = 


4x3£ Q r 


-(R 3 -a 3 ) 


(2.79) 


simplificando obtenemos, 


Po 

s pr 


-(R 3 -a 3 ) 


(2.80) 


Si reemplazamos el valor fijo r = ^x 1 + y 2 , obtenemos el módulo dei campo eléctrico 
resultante 


Po 


-( R 3 -a 3 ) 


(2.81) 


3£ 0 (.r 2 + y) 

Resultado idêntico al obtenido en relación (2.68), usando el método de superposición de 
dos esferas de distinta densidad de carga vista más arriba. Usando el vector unitário 

(xi + yj) 


e = 




(2.82) 


el campo eléctrico vectorial en el punto P viene dado por 

p 0 (R’-a’) 

+y ) 


(2.83) 


resultado que coincide con (2.70). 


9.- Calcular el módulo dei campo eléctrico É(r ) y el potencial electrostático V(r) en 
función de la distancia radial r, creados por un cilindro muy largo , con densidad 
volumétrica de carga p(r ), como se indica en la Fig. 9.1. 
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Figura 9.1 Cilindro de carga con densidad 
volumétrica variable. 

Explícitamente, la densidad volumétrica de carga p(r) viene dada por 

ar si 0 < r < a 

P . 

— si a <r <b 
r 

0 si r >b 

donde a y fi son constantes. 


p(r) = < 


(2.84) 


Solución. 

Cálculo dei módulo dei campo eléctrico E(r). 

La Fig. 9.2 muestra la relación entre el campo eléctrico E y las diferenciales de superficie 
dS en las tapas y en el manto cilíndrico de la Gaussiana. 


dS 


tapa 



Figura 9.2 Relación entre los vectores campo 
eléctrico E y las diferenciales de superficie dS . 
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Primero calcularemos el módulo dei campo eléctrico E en cada región, partiendo desde las 
regiones interiores a las exteriores. Recordemos que la superfície dei manto cilíndrico vale 
S manto = 2 7trL y que la diferencial de volumen dei cilindro vale dV c = IjrLrdr . La ley de 
Gauss para el cilindro queda 

j)É dS= J É dS '+ J É-dS 2 + J É-dS manto = ^ (2.85) 

tapai tapai manto ^*0 

En las tapas dei cilindro Gaussiano, el campo eléctrico E y la diferencial de superfície 
dS t son perpendiculares entre sí, y por lo tanto, el producto punto se anula 

E ■ dS tapas = EdS tapas cos 90° = 0 . En consecuencia, no hay contribución de las tapas a la 

integral dei flujo eléctrico. Por lo tanto, sólo tenemos que calcular de la integral sobre el 
manto cilíndrico, esto es, 


f £'Ã_= — (2.80 

J £ 

manto 0 

En el manto, el campo eléctrico y la diferencial de superfície son paralelos, luego 
E ■ dS manto = EdS mcmto . Además, el módulo dei campo eléctrico E vale lo mismo en todos los 
puntos dei manto cilíndrico, por lo tanto, E se puede sacar de la integral y se obtiene 

(2-87) 

Usando el valor S imnto = liirL , se escribe 


ElftrL = 


d neta 


( 2 . 88 ) 


La carga neta encerrada por la Gaussiana viene dada por 

d-neta = { P { >~) dV 

Usando dV c = 2 7lLrdr , tenemos, 

E27TrL = — J p(r)27tLrdr 


(2.89) 


(2.90) 


donde el limite superior indica el radio de la Gaussiana cilíndrica. Simplificando por 2kL , 
se obtiene 


Er = — | p(r)rdr 


(2.91) 
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Esta es la expresión que emplearemos para calcular el campo en todas las regiones. 

Región 1: para r en la región 0 < r < a . 

En esta región la densidad vale p(r) = (ar). Usando la relación (2.87), se tiene 


E x r = — £ (ar)rdr 


(2.92) 


integrando, obtenemos el módulo dei campo eléctrico 

Z7 01 2 

E. =- r 

3* 0 

El campo vectorial en la región 0 < r < a viene dado por 


(2.93) 


^ ar ^ 

E. =- r 

3£ q 

donde r es un vector unitário radial, perpendicular al eje dei cilindro. 
Región 2: para r en la región a <r <b . 


(2.94) 


( fí\ 


En esta región la densidad vale p(r) = |^—J. Usando relación (2.87), se tiene 


1 ça<r<b 

E 2 r = — J Q p(r)rdr 


(2.95) 


La integral sobre la caga neta encerrada en la Gaussiana de radio a <r <b, se separa en 
dos partes, 


Í a<r<b . , ra ça<r<t> . . 

p\r)rdr = yp[r)rdr + ^ p[r)rdr 


a<r<b 


(2.96) 


Usando esta relación y reemplazando los valores de la densidad de carga en cada región, la 
relación (2.95) viene dada por, 


ra<r<b 



yr , 


rdr 


(2.97) 


Simplificando e integrando, obtenemos el módulo dei campo eléctrico en la región 
a <r <b 


E 2 =——( aa 3 +3 J3(r-a)) 
3 e 0 r 

Finalmente, el campo eléctrico vectorial en la región 2 vale 


(2.98) 
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É 2 =^—(aa 3 +3j3(r-a))r (2.99) 

donde r es un vector unitário radial, perpendicular al eje dei cilindro. 

Región 3: para r en la región r > b . 

En esta región la densidad vale /?(r) = 0. Usando relación (2.87), se tiene 


E 3 r = — J p[r)rdr = — í J p[r)rdr + J p[r)rdr + j" p(r)rdr 
£ 0 fo' “ 

La integral sobre la densidad de carga se separa en tres regiones 

| p(r)rdr = J p(r)rdr + J p(r)rdr + j^ p(r)rdr 
Aplicando los valores de las densidades de carga en cada región, se obtiene 


£ p{j)rdr = J o (ar)rdr + ^ j — rdr +1 (0) 


rdr 


\'^ h p{r)rdr = \l{ar)rdr + \ b [^ 


rdr 


Reemplazando en (2.100), se tiene 

E ^ r= v\"M^ rdr+ vÍ[i: 


r j 
\ 


rdr 


r J 


Integrando se obtiene el módulo dei campo eléctrico en la región r >b 


E 3 = —-—(crr/ 3 + 3/3 (b-a )) 


3 £ 0 r 


El vector campo eléctrico en la región 3, r > b viene dado por 


É 3 = —^—(aa 3 + 3/3(b-a))r 
3 £ 0 r 

donde r es un vector unitário radial, perpendicular al eje dei cilindro. 


( 2 . 100 ) 

( 2 . 101 ) 

( 2 . 102 ) 

( 2 . 103 ) 

( 2 . 104 ) 

(2.105) 

(2.106) 


Cálculo dei potencial electrostático V (r). 

Para el cálculo dei potencial no usaremos el punto de referencia en r ref = r —> °o, porque allí 
no se anula el potencial para este tipo de simetria cilíndrica. En cambio, debemos usar 
como punto de referencia un valor arbitrário en las cercanias dei cilindro de valor r ref = r 0 . 
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El potencial electrostático en un punto viene dado por 

r 

V(r) = -\Édí 


(2.107) 


donde el potencial en el punto r 0 vale cero, es decir, V(^) = 0. En todas las regiones, se 

cumple que, Edl = -Edl , pero además dl = -dr , por lo tanto, Edl = Edr. 

Calcularemos el potencial viniendo desde la región 3, exterior al cilindro, hasta la región 1, 
interior al cilindro, a lo largo de la línea radial. 

Región 3: para r en la región r>b. 


I SU I 

V(r > b) = - | É 3 ■ dl = - J E 3 dr 


(2.108) 


Reemplazando E 3 dado por (2.105), se tiene, 


V (r > b) = - J 


((Xa 3 +3 j8(b-a)"j 


V(r>b) = 


(aa 3 +3j3(b-a))'f dr 


dr 

(2.109) 

dr 

(2.110) 



Finalmente, el potencial V(r>b ) en la región 3 exterior al cilindro viene dado por, 

(tta 3 +3/?(è-a)) ta |V| 


V (r > b) = -- 
Justo en el punto r = b , el potencial vale 


( 2 . 111 ) 




( 2 . 112 ) 


Región 2: para r en la región a < r <b . 

a<r<b b a<r<b 

V(a<r<b) = - J É dí = -^E 3 dr- J E 2 dr (2.113) 

'ò r 0 b 

La primera integral corresponde al potencial dada por relación (2.111), pero evaluado en 
r = b , es decir, es justo V h dado por (2.112), 

a<r<b 

V(a<r<b) = V h - J E 2 dr (2.114) 

b 

Reemplazando el módulo dei campo E 2 dado por relación (2.98), se obtiene 
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a<r<b | 

V (a < r < b) =V b - f - (aa +3jB(r-a))dr (2.115) 


J 3^* T 
b JC 0 A 


Calculemos la integral restante 


/= j -(ara 3 +3/?(r-a))dr = j —dr + -@- j -—-1— (2.116) 

b b 3 £ 0 r £ 0 b r 

3 a<r<b i n a<r<b n a<r<b j 

1 = — f ^ + 4 f «fr-M r * (2.117) 

V J r o J P J r 


J y p J 

' c 0 b 


F J r 
C 0 b 1 


, Cícv f r) P , , ap (r 

1 =-ln - + —(r-Z>)—— ln - 

3*o \b) £q £q Vb 


aa 3 aP j f r^\ p , , 

-— ln - +—(r-Z?) 

3e 0 O *o 


(2.117) 


(2.118) 


(2.119) 


Reemplazando esta integral en la relación (2.115), se tiene 


V (a < r < b) = V h 


aa 3 aP | f r3 P , , 

-— ln — - —( r-b) 

3*o *o y v^y *o 


( 2 . 120 ) 


Si hacemos r = Z? se obtiene el mismo potencial V) obtenido usando los resultados de la 
región 3, es decir, el potencial es continuo en el punto r = b. Si hacemos r = a en la 
relación (2.120), se obtiene el potencial V (r = a) = V a 

T7 , , (tfa 3 +3/?(Z?-a)) f fera 3 f a^i p 

V a =V(r = a) = - y - ---ln - - —ln - -f( a -fc)(2.121) 


Región 1: para r en la región 0 < r < a . 


r o ) V 3 *o ) V ^ 


yj^r^u u u yi^r^u 

V(0<r<a) = - J É-á = -jE 3 dr-jE 2 dr- J E x dr (2.122) 

r 0 r 0 b a 

Los dos primeros términos dei lado derecho corresponden justo al valor dei potencial V a en 


el punto r = a . Por simplicidad de notación lo dejaremos así expresado. 


yj*<r *<u 

y(0 <r<a) = V a - J E x dr 


(2.123) 


Usando el módulo £j dado por la relación (2.93), la relación (2.123), queda 


yj^r^u 

y (0 < r < a) = V -í r 2 dr 

tf J 


(2.124) 
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a[r 3 -a 3 ) 

V(0 <r<a) = V a ---- (2.125) 

9s 0 

Si r = a se obtiene V a , lo cual prueba que el potencial es continuo en el punto r = a . 

3 

CCü 

Si r = 0 se obtiene el potencial en el origen dei sistema de cilindros V tí = V a H-. 

10.- Hallar el módulo dei campo eléctrico E(r) y el potencial electrostático V(r)e n 
función de la distancia radial r , en cada una de las regiones, para la configuración formada 
por una esfera central de radio a con distribución de carga radialmente simétrica dada por 

p~ — para 0 < r < a con jB = cte., rodeada por un cascarón metálico entre r = a y r = b 
r 

que lleva una carga Q = -xaa 2 e n su superfície (ver Fig. 10.1). 



Figura 10.1 Distribución esférica de carga rodeada 
por un cascarón metálico cargado. 


Solución: 

Cálculo dei campo eléctrico. 


Se usará la ley de Gauss 



C ln 


, para calcular el campo en cada región 


Región I: 0 < r < a 

Se usa una Gaussiana de radio r < a 



(2.126) 


Dado que sobre la esfera Gaussiana E y dS son paralelos, se cumple que E dS = EdS . 
Además, el módulo E es constante sobre la esfera Gaussiana, por lo tanto, sale fuera de la 
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integral, y por lo tanto se cumple que (j) E ■ dS = ES . La superfície de la esfera Gaussiana 
vale S = 4 nr 2 , luego (2.126) queda 

- Ir r<a 

(2.127) 


E, Anr = — p(r)dV 


P 


Pero, la densidad volumétrica de carga depende de la distancia radial: p~ — para 0 < r < a 

r 

con (3 = cte. Reemplazando en la integral y recordando que la diferencial de volumen de la 
esfera viene dada por dV - 4nr 2 dr , podemos escribir: 


, 1 rr<a fí ~ 

E , 4 Jlr = — [ — 4 7tr~dr 


Anfir 2 

2e n 


(2.128) 


' ‘-'0 

Simplificando se tiene finalmente el módulo E x dei campo eléctrico en la región I, 


E.=-@- (2.129) 

1 2e 

Z.C,) 

Región II: a <r<b (dentro dei cascarón metálico) 

Se usa Gaussiana de radio a<r<b. En este caso sabemos que el módulo dei campo 
eléctrico estático es cero en el interior de un conductor, por lo tanto, 


£ 2 =0 (2.130) 

Es importante recordar que se produce inducción de cargas en el metal de modo que el 
campo en el interior es cero, es decir, de la ley de Gauss se infiere que 

<j) É ■ dS - -^ í2 - => q neta - 0, es decir, la carga neta encerrada en la Gaussiana debe ser cero, 

por lo que debe haber carga inducida Q md en la superfície interior dei conductor, tal que la 
suma con la carga total interior q mí encerrada en la esfera de radio r = a debe ser cero: 
q int +Q ind = 0 . Vemos así que la carga inducida tiene la misma magnitud que la carga total 


interior q int de la esfera de radio r = a, a saber, Q ind = -q int 

carga total q m[ en la esfera interior de radio r = a vale 

duu = 2-71 [3 a 1 

y la carga inducida en el metal vale 

Qind = -2 71 [3 a 1 


'P, 


—47lr dr. Finalmente, la 
, r 


(2.131) 

(2.132) 


84 



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo 

Naturalmente que en la superfície exterior dei metal aparece también la misma cantidad de 
carga inducida pero de signo opuesto, de modo tal que la suma de toda la carga inducida en 
el metal es cero. 


Región III: r > b 

Se usa Gaussiana de radio r > b 

Debemos recordar que el sistema de esferas tiene dos tipos de cargas libres: la carga en la 
esfera interior recién calculada, q int = Infla 1 , y la carga libre en la superfície exterior dei 
metal q e = -KOur , de modo que la carga total encerrada en la Gaussiana de r > b , viene 
dada por 

<i„e<a encerrada = <Zint + Ve = ~ ^ = JCa* ( 2/3~ Oi) (2.133) 


Ahora aplicamos la ley de Gauss 

nela encerrada _ (2^ 

P P 

c 0 c 0 

Finalmente, el módulo dei campo fuera de las esferas viene dado por 

_a 2 (2p-cc) 


(2.134) 


(2.135) 


Cálculo dei potencial electrostático V ( r ). 

Calcularemos el potencial como función de la distancia radial r usando la relación 

r 

V(r) = -\Édí (2.136) 

Comenzaremos desde la región III hasta la región I. En este caso E y dl son antiparalelos, 
es decir, E dl = -Edl. Pero, dl - -dr , luego, E dl = Edr. 


Región III: r > b 


En esta región el módulo dei campo eléctrico vale 


a 2 Í2/3-a) 

E , =---, por lo tanto, la 

4é- 0 r 2 


integral queda 


r>b 

V 3 (r) = -J E 3 dr 


r> r b a 2 (2(3-a) 
J 4 e 0 r 2 


dr 


(2.137) 
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Integrando, se obtiene 


V 3 (r) = 


a 2 ( 2 /3-a) 

4 £ 0 r 


(2.138) 


Región II: a<r<b 

En esta región la integral para calcular el potencial se debe separar en dos porque la integral 
atraviesa dos regiones distintas 

a<r<b b a<r<b 

V UI (>')-- J Edr = -J E in dr- J E n dr (2.139) 

°o oo b 


Los módulos de los campos en cada región son: 


E 3 = 


(2/?-oQ 

4 £ 0 r 2 


y E 2 = 0. Reemplazando 


en la integral anterior, tenemos 



a 2 (2 (3-a) 

4f 0 r 2 


a<r<b 

dr - J Odr = 

b 


a 2 [Ifd-a) 
4 


Finalmente, 


V 2 (r) = 


a 2 (2/3-a) 

4^o b 


(2.140) 


(2.141) 


Vemos así que el potencial en el interior dei metal es constante, es decir, el conductor en 
estado estático siempre es un volumen equipotencial. 


Región I: 0 < r < a 

La integral dei potencial se escribe 


r<a b a r<a 


V\ (r) = - j Edr = - J E^dr - J E 2 dr - J E x dr 

oo oo b a 

(2.142) 

a 2 (2j3-a) 

Los módulos de los campos en cada región son: E, = — - -—-, 

E 2 = 0 y E x =^~, 

4e 0 r 2 

2s {) 

respectivamente, luego la integral queda 


b r<a 


V x (r) = — | E 3 dr- J E x dr 

(2.143) 


a 


Reemplazando los campos 
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V,(r) = -J 


b a 2 (2j3-a) 


dr— í -@—dr 

J 2e n 


4 e 0 r~ 


Integrando se tiene el potencial en la región I 


V,(r): 


(2 p-a) p 


4^0 b 


( r-a ) 


En resumen, el potencial como función de r en cada región queda 

a 2 (2B-a) B 

VAr) = -—( r-a ) 0 <r<a región I 

4 £ <P 2£ 0 


V(r): 


VM)- 


V m (r) = 


Í20-a) 
4 £ 0 b 

? (2 P-a) 

\£J 


a<r <b región II 
r > b región III 


(2.144) 


(2.145) 


(2.146) 
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2.2.5 Unidad III: Condensadores, Resistência Eléctrica y leyes de Kirchhoff 


En esta unidad se estudian los condensadores, las resistências eléctricas y los circuitos 
eléctricos por los cuales circula la comente eléctrica. Al mismo tiempo se demuestra la 
existência de campos eléctricos no-conservativos que son capaces de establecer una 
corriente eléctrica estacionaria. Se estudian además las leyes que permiten determinar el 
valor de la corriente eléctrica a través de cada resistência en diferentes tipos de circuitos. 
Equation Section 3 
E- Capacitancia y Condensadores 

Se denomina Condensador a un sistema formado por dos conductores de formas arbitrarias, 
aislados entre sí, con cargas Q + y Q , respectivamente, tal como se muestra en la Fig. 3.1. 
Entre las "placas" se produce una diferencia de potencial ÀV . 




Figura 3.1 Condensador formado por dos objetos 
metálicos con igual carga, pero de distinto signo. 


La Capacitancia C de un condensador cualquiera se define como el cociente entre la 
cantidad de carga de uno de los conductores y la diferencia de potencial AC que se 
produce entre las placas, 


C = 


Q 

AV 


(3.1) 


Escribimos la definición en valor absoluto porque la capacitancia es una magnitud positiva. 
La unidad de medida de la capacitancia en el Sistema internacional de Unidades viene dada 

, donde [C] es la unidad de carga eléctrica en Coulomb, [ V ] es la unidad de 



medida de la diferencia de potencial en Volt, y donde [F] es la unidad de medida de 


capacitancia en Farad. 
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2.- Condensador de placas paralelas. 

Consideremos como ejemplo dei cálculo de la capacitancia de un condensador, el 
condensador de placas paralelas. Este condensador está formado por dos placas metálicas 
planas separadas una distancia d , cada una de ellas con carga Q + y Q~, respectivamente 
entre las cuales se produce una diferencia de potencial AV. En la Fig. 3.2 se indica la 
densidad superficial de carga <7 + y <7 de cada placa y se indica la dirección dei campo 
eléctrico al interior dei condensador. 



Figura 3.2 Condensador de placas paralelas. 


En el Ejemplo 4 dei capítulo 2, usando la ley de Gauss, se demostro que el campo eléctrico 
fuera de las placas dei condensador vale cero, E extemo = 0, y también se demostro que el 
campo eléctrico entre medio de las placas es constante y viene dado por 

E = - = -^~ (3.2) 

C» 

Calculemos ahora la diferencia de potencial entre las placas AV ah = V b - V a 

^ = V t -V a =-fÉ-dI (3.3) 

Según la Fig. 3.2 el campo E y el vector dl son opuestos, ya que dl apunta desde la 
placa a hacia la placa b, y el campo E apunta hacia la derecha. Por lo tanto, 
E dl = -E dl , luego (3.3) queda: 

AV ah =-\ h É-dl = \ e dl = Ed (3.4) 

J a J a 

reemplazando E dado por (3.2), se tiene finalmente 
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(3.5) 


Dividiendo Q por ÁV ah se obtiene la capacitancia C dei condensador de placas paralelas 


C 


Q 


placas 

planas 


£ 0 A 


AV ab d 


(3.6) 


Como se puede ver, la capacitancia C dei condensador de placas paralelas depende sólo de 
los factores geométricos: A (área de las placas) y d (distancia de separación entre placas), 
y además depende de las propiedades eléctricas dei medio dieléctrico que existe entre las 
placas. En este caso tenemos aire entre las placas. Por eso usamos £ 0 , ya que la 
permitividad eléctrica dei aire es prácticamente igual a la permitividad eléctrica dei vacio 

C 2 


£ n =8.854187817x10 


-12 


Nm~ 


Si entre las placas dei condensador usamos otros 


materiales dieléctricos distintos dei aire, se usan los valores experimentales de la 
permitividad eléctrica £ dei dieléctrico correspondiente, que se expresa a través de la 
constante dieléctrica k de cada material, en la forma, £ = k£ 0 . 


3.- Condensador esférico 

La Fig. 3.3 muestra un condensador esférico. 



Este condensador está formado por una esfera metálica de radio interior a y un cascarón 
metálico muy delgado de radio exterior b, como se muestra en la Fig. 3.3. La esfera 

interior tiene carga Q y la esfera exterior tiene carga Q' . Recordemos que en los metales 
las cargas libres se distribuyen sólo en la superfície exterior dei conductor. 
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Para calcular la capacitancia dei condensador esférico se necesita calcular la diferencia de 
potencial entre las placas AV ab = V h - V a donde siempre restamos el potencial creado por el 


conductor con carga positiva, menos el potencial creado por el conductor cargado 
negativamente. Para calcular la diferencia de potencial según la definición (3.3) se necesita 
conocer el campo eléctrico entre las esferas. Sabemos por ley de Gauss que el campo 
eléctrico entre las placas viene dado por la expresión 


„ kQ 

E = —-, a <r <b 


(3.7) 


y que apunta radialmente desde la esfera exterior positiva hasta la esfera interior negativa. 


Además sabemos que el vector dl apunta radialmente hacia afuera, es decir, dl = dr , ya 
que para calcular AV ab = V h -V a debemos viajar de la placa negativa (esfera interior) hasta 


la positiva (esfera exterior) por cualquier camino. Dado que la diferencia de potencial es 
independiente de la trayectoria seguida entre dos puntos, elegiremos la trayectoria radial. 

Entonces, se cumple que E ■ dl = —E dl = -Edr . Luego AV ab queda: 


AV* = V„ - V, = -\ b E ■ dl = f "E dl = \ b E dr 


(3.8) 


ya que en este caso, dl = dr . Reemplazando E = 



en la integral nos queda 


rí^ 

dr = 

_kQ 

b 

= kQ 

n 

, 

ia \ r~ J 


r 

a 

v b aj 


en forma abreviada nos queda 


AV 


kQ ( b—a ) 


ab 


ab 


La capacitancia C: 


Q 


AV. 


dei condensador esférico viene dado por: 


ab 


C = 


Q 


Qab 


ab 


47T£ {) ab 


AV ab kQ(b-a) k(b-a) (b — a ) 


C 


esférico 


4k£ {) ab 
(b — a ) 


(3.9) 


(3.10) 


(3.11) 

(3.12) 


Nuevamente vemos que la capacitancia de un condensador depende sólo de factores 
geométricos: los rádios a y b , y depende de las propiedades dieléctricas dei material que 
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existe entre las placas dei condensador esférico. En este ejemplo seguimos usando aire, por 
eso usamos e Q . 


Los condensadores se pueden conectar de variadas formas, entre las más sencillas se 
encuentran las conexiones en serie y en paralelo. 


4.- Condensadores conectados en serie. 

Cuando se conectan en serie dos o más condensadores de capacitancia C., cada uno de los 
condensadores adquiere la misma carga <2, = <2, V/, pero sus diferencias de potencial 
A Vj, son diferentes. 


C 1 


C 2 


c 3 







AVj AV 2 AV 3 


<-> Ay -> 


Figura 3.4 Condensadores conectados en serie. 


La Fig. 3.4 muestra que la diferencia de potencial entre los extremos de la conexión en serie 
AV es igual a la suma de las diferencias de potencial Ay. a través de cada condensador, es 

decir, 




(3.13) 


7=1 


pero de la definición de capacitancia de cada condensador se tiene que 

Q, 


c i= — 

1 Ay,. 


(3.14) 


Qj Q 


dado que Q = Q en cada condensador, se tiene que Ay . = — = —. Reemplazando en la 


C 7 


relación (3.13), se tiene que 


n n n w i 

7 =1 C • 7 =| C • 


(3.15) 


7=1 


93 

















2.2.5 Unidad III: Condensadores, Resistência Eléctrica y leyes de Kirchhoff 


dividiendo por Q , se obtiene 


AV 


N 1 


e ttc 1 

Esta expresión es justamente el inverso de la capacitancia equivalente en serie, C <sene) 

AV 1 


(3.16) 


Q c 


(serie) 


(3.17) 


usando (3.16), se obtiene el inverso de la capacitancia en serie 

C j=l L,j 

Esta expresión indica que el inverso de la capacitancia total de la conexión en serie, es la 
suma de los inversos de cada capacitancia individual. Nótese que la capacitancia 
equivalente en serie, C (sene) , es siempre menor que cualquiera de las capacitancias 
individuales. 


5.- Condensadores conectados en paralelo 

Cuando se conectan en paralelo dos o más condensadores C / , la diferencia de potencial en 
cada uno de ellos es la misma, es decir, AV. = AV, Vj , pero las cargas Qj son distintas. La 
Fig. 3.5 muestra la conexión en paralelo. 





A 

c a c, a c a / 




V 


AV 


Figura 3.5 Condensadores conectados en paralelo. 

En este caso, la carga total Q a través dei sistema viene dada por la suma de todas y cada 
una de las cargas contenidas en una de las placas de cada condensador, 

Q = f J Q J (3.19) 

i =1 
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Cisando la definición de capacitancia, la carga Q j se puede expresar como Q j = C / AV / , 
pero dado que la diferencia de potencial AV es la misma para todos los condensadores 
conectados en paralelo ÀV. = AV, Vj , se tiene Q j = C AV Reemplazando en la expresión 
(3.19), se tiene: 


Q = lfi> = lf£v 

i =1 7=1 


(3.20) 


Dividiendo por AV , la capacitancia total viene dada entonces por la siguiente expresión 


C 


(parai) 


Q_ 

AV 


= Ifj 


(3.21) 


7=1 


N 

C (para i) = ^C. (3.22) 

7=1 

En consecuencia, la capacitancia equivalente a la conexión en paralelo, C (paral) , es igual a la 
suma de las capacitancias de todos los condensadores individuales, y su valor, c (paral) , es 
siempre mayor que cualquiera de las capacitancias individuales. 


6.- Energia almacenada en el condensador 

Para cargar un condensador es necesario realizar un trabajo para llevar las cargas desde el 
infinito hasta sus placas, siempre que ya tengan a lo menos un infinitésimo de carga. 
Consideremos un condensador de capacitancia C que tiene una carga q. La diferencia de 

potencial AV en el condensador viene dada por AV = ^. Si ahora anadimos una cantidad 

infinitesimal de carga dq trayéndola desde infinito hasta las placas dei condensador, el 
trabajo diferencial dW realizado para traer la carga viene dado por 

dW = AVdq (3.23) 

Pero este trabajo diferencial es justamente el aumento diferencial de energia, dS, dei 
condensador, por lo tanto se cumple que 

dS = AVdq (3.24) 

reemplazando AV = ^, se tiene: 

d£ = ^dq (3.25) 
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Integrando sobre toda la carga que llevamos al condensador, obtenemos la energia total 
£ almacenada en el condensador 


£= f Qc J-dq = Ç- 

Jo q or 


9L 

2 C 


2 C 


(3.26) 


(3.27) 


También podemos expresar este resultado en función de la diferencia de potencial AV, 
usando la relación Q = C AV , 


0 

£ = ^~ 
2 C 

1 


(C AV ) 2 
2 C 




(3.28) 

(3.29) 


7.- Comente y Resistência. 

En los capítulos anteriores estuvimos estudiando cargas en reposo, ahora, para avanzar en 
nuestro conocimiento dei electromagnetismo, debemos considerar cargas en movimiento. 
En principio, tenemos varias maneras de poner cargas en movimiento mediante campos 
eléctricos: a) cargas en el vacío, y b) cargas libres en conductores, semiconductores, 
aleaciones metálicas, gases ionizados, electrolitos, plasmas, e incluso dieléctricos 
imperfectos que permiten movimiento neto de cargas. En la mayoría de los conductores los 
portadores de carga son los electrones, pero en otros casos, como electrolitos, gases 
ionizados y plasmas, la carga puede ser transportada por iones positivos y negativos. 
Cuando una carga se encuentra en movimiento con respecto a un observador, se dice que 
existe una corriente eléctrica, y el proceso de transporte de carga se denomina conducción. 
Especficamente, la corriente eléctrica I en un punto dado, se define como la cantidad de 
carga por unidad de tiempo que cruza dicho punto, es decir, 


j^dq_ 

dt 


(3.30) 


donde q = q{t) es la carga neta transportada en la unidad de tiempo t . La unidad de medida 


de la corriente eléctrica viene dada por / = 


C 

s 


= [A], donde [C] es la unidad de medida 


de la carga eléctrica en Coulomb, [v] es la unidad de tiempo en segundos y [A] es la 
unidad de corriente eléctrica en Ampere. 


96 



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo 


En los metales, la corriente es transportada enteramente por los electrones, mientras que los 
iones pesados, cargados positivamente, permanecen fijos en las posiciones regulares de la 
estructura cristalina. Sólo los electrones más externos al átomo (los electrones de valência) 
son libres para participar en el proceso de movimiento de carga neta de un punto a otro dei 
espacio, produciendo un proceso de conducción. Los otros electrones, los más internos, 
permanecen ligados fuertemente a sus núcleos. Bajo condiciones estacionarias, se pueden 
introducir electrones en un extremo dei metal y ser extraídos por el otro extremo, 
generando de este modo una corriente neta distinta de cero, permaneciendo, sin embargo, el 
metal con carga neta cero. 

En general, la corriente eléctrica aparece como consecuencia de la aplicación de un campo 
eléctrico sobre los portadores de carga. Si el campo eléctrico se aplica sobre un conductor, 
los electrones con carga negativa, se mueven en sentido contrario a la dirección dei campo 
eléctrico. Si hubiera portadores de carga positiva, estos se moverían en la dirección dei 
campo eléctrico. Pero cargas negativas moviéndose hacia la izquierda, generan corriente en 
el mismo sentido que cargas positivas moviéndose hacia la derecha. Por lo tanto, ambos 
tipos de portadores de carga, positivos y negativos, producen corriente en la dirección dei 
campo eléctrico. 

Para los efectos de estos apuntes, y por simplicidad, consideraremos que los portadores de 
carga son positivos, aunque en los metales los que se mueven son los electrones. Los 
portadores de carga en un metal, están sujetos, fundamentalmente, a dos tipos de 
movimiento: a) movimiento al azar por simple agitación térmica con igual probabilidad en 
cualquiera de las tres direcciones espaciales, y b) movimiento en la dirección dei campo 
eléctrico aplicado, llamado movimiento de arrastre o drift rnotion. El movimiento al azar no 
produce un movimiento neto de cargas en ninguna dirección específica dei espacio, y por lo 
tanto no contribuye a la corriente eléctrica. En consecuencia, el movimiento de arrastre es 
el responsable de la corriente eléctrica. Esta corriente se denomina, corriente de 
conducción, existiendo otros tipos de corriente, como, por ejemplo, la corriente convectiva 
en la que el desplazamiento de masa de material cargado produce la corriente eléctrica. 

Para obtener una relación entre la corriente eléctrica I , y algunas magnitudes 
microscópicas, como la carga de los portadores q t , la velocidad dei movimiento de arrastre 

Vd (drift velocity), etc., consideremos un medio conductor que posee un solo tipo de 

portador de carga q. Consideremos además que el número de portadores de carga por 
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unidad de volumen es N. Ignoremos el movimiento al azar por agitación térmica, y 
consideremos que cada uno de los portadores de carga positivos tienen la misma velocidad 
de arrastre v d , la cual hace un ângulo 9 con la horizontal. Ahora podemos calcular la 
corriente eléctrica que cruza un elemento de superfície dS , tal como se muestra en la Fig. 
3.6, donde S indica el vector área normal a la superficie. 



Figura 3.6 Movimiento de los portadores de carga en un conductor. 


Durante el tiempo dt , cada portador de carga se mueve una distancia (dtv d cos 9), y el 
número total de cargas que logran llegar y cruzar la superficie de área dS viene dado por: 
dq = N q dV , donde dV = (dt v d cos9)dS es el elemento diferencial de volumen. Por lo 
tanto, en el tiempo dt, la corriente eléctrica dl que cruza la superficie dS viene dada por 


dq N q{dt v d cos9)dS 
dt dt 


(3.31) 

(3.32) 


dl = N q v d dS cos 9 

El término {v d dS cos 9) se puede escribir como el producto punto entre los vectores v d y 


dS , es decir, (v d dS cos 9) = {v d ■ dS ), por lo tanto, la corriente diferencial dl que cruza la 
superficie dS se escribe finalmente en la forma 

dl = Nqv d • dS (3.33) 

Si existen vários tipos de portadores de carga, q n con su propia velocidad de arrastre, v ;d y 
su propio número de portadores por unidad de volumen, N t , existirá una relación como la 

anterior para cada tipo de portador, y la corriente diferencial total debida a todos los tipos 
de portadores se escribirá en la forma: 
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dS (3.34) 

i 

La cantidad entre parêntesis es un vector que tiene dimensiones de corriente eléctrica por 
unidad de área y se denomina densidad de corriente y se denota con el símbolo J : 

J = I>,í,Vu < 3 - 35 ) 

i 

La densidad de corriente J se puede definir punto a punto en un conductor y, por lo tanto, 

es una función vectorial de la posición. Usando J, la relación (3.34) se escribe de la 
siguiente forma: 

dl = J ■ dS (3.36) 

Usando este resultado, la corriente total I que cruza la superfície macroscópica de forma 
arbitraria, S, se encuentra a través de la integral 

I = ^dI = pdS (1) 

s s 

En este punto es interesante destacar que la densidad de corriente J y la cantidad de carga 

, no son magnitudes independientes, sino que están 

relacionadas en cada punto a través de una ecuación diferencial llamada ecuación de 
continuidad, la cual se basa en la conservación de la carga, es decir, en la idea de que la 
carga no puede ser creada ni destruida. 

J 

Figura 3.7 Densidad de corriente J que ingresa a 
una región con densidad de carga p{t). 

Para obtener la ecuación de continuidad, consideremos la corriente eléctrica que entra a un 
volumen fijo V delimitado por una superfície cerrada arbitraria S . La superfície mostrada 
en la Fig. 3.7 contiene una densidad de carga p{t ) que puede variar en el tiempo. Nosotros 



por unidad de volumen, p = - 

v dV 
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consideraremos como positiva la comente que entra al volumen V , pero como dS apunta 
hacia afuera de la superfície, debemos poner un signo menos delante de la integral, por lo 
tanto, escribimos 

I = -j>J.dS (3.37) 

Aplicando el teorema matemático de Gauss, podemos pasar la integral de superfície a una 

integral de volumen: 

/ = -^ 7.d5=-J (V-7)dV (3.38) 

Por otra parte, la corriente I se escribe en forma integral a través de la densidad de carga 
p contenida en el volumen fijo V . Dado que dq = pdV , la carga total q viene dada por 

q = \pdV (3.39) 

V 


por lo tanto, 


_ dq _ d 
dt dt . 


\pdV 


(3.40) 


dado que el volumen V es fijo, la derivada temporal actúa sólo sobre la densidad de carga 
p, luego 

I = dq_ = {dp_ dv ( 3 . 41 ) 

dt ■’ v dt 

Igualando las expresiones para la corriente dadas por (3.38) y por (3.41), se tiene 

dp 


-[ ÍV -j)dV= [ dV 

JV ' > JV 

pasando todo al lado derecho, obtenemos 




, dt 


dV = 0 


(3.42) 


(3.43) 


Dado que el volumen fijo V es completamente arbritrario, la única manera de que la 
integral sea cero siempre, es que el integrando sea cero, es decir, 


Vj+^ = 0 

dt 


(3.44) 


Esta es la llamada ecuación de continuidad dei electromagnetismo. 
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8.- Ley de Ohm microscópica 

Para la mayoría de los materiales, la densidad de corriente J depende dei campo eléctrico 
E en la forma general 

J = g(É)É (3.45) 


donde g (,É) es una función complicada dei campo eléctrico È (generalmente una función 


no lineal). Sin embargo, para una gran cantidad de materiales conductores, se ha encontrado 
experimentalmente que la densidad de corriente J depende sólo linealmente dei campo E , 
es decir, 


J = gÉ 


donde g es una constante llamada conductividad eléctrica dei material. El recíproco 


(3.46) 


u; 

de un material se denomina resistividad eléctrica rj. La relación (3.46) constituye la forma 
microscópica de la llamada ley de Ohm. En consecuencia, los materiales que cumplen con 
esta condición se denominan materiales lineales o materiales óhmicos. En lo que respecta a 
este curso, en general siempre estaremos interesados en materiales lineales, tal como lo 
hicimos con los dieléctricos lineales. La Fig. 3.8 compara el comportamiento de la relación 
J = g(E)E para el caso lineal en que g(E) = cte, correspondiente a la ley de Ohm 


microscópica y el caso no lineal en que g(E) = (1-0.6 E), para el cual no se cumple la ley 


de Ohm. 



E 

Figura 3.8 Relación lineal (ley de Ohm) entre J y E 
y relación no-lineal (materiales no-Ohmicos). 
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9.- Ley de Ohm macroscópica. 

Para obtener la forma macroscópica de la ley de Ohm, consideremos un alambre conductor 
óhmico de forma cilíndrica de largo L y área A, entre cuyos extremos se mantiene una 
diferencia de potencial AV, tal como se muestra en la Fig. 3.9. El alambre conductor es 
homogéneo y tiene conductividad g. 


< 


> 



>dS 


Figura 3.9 Conductor cilíndrico Ohmico. 


La diferencia de potencial AV establece un campo eléctrico E puramente longitudinal en 
el interior dei alambre, en la forma 

AV = J Édí (3.47) 

Dada la geometria cilíndrica dei alambre, el campo eléctrico tiene el mismo valor en cada 
punto interior al conductor, luego tenemos 

AV = EL (3.48) 

donde L es la longitud dei alambre. El campo eléctrico en el interior dei alambre está 

relacionado con la densidad de corriente a través de la relación (3.46), J = gE . Por otra 
parte, la corriente a través dei alambre viene dada por: 

I = \j-dS = j\dS = JA (3.49) 

en razón de que J es constante y paralelo a dS en cada punto dei alambre cilíndrico recto. 
A es el área de la sección transversal dei alambre. Reemplacemos J = gE en esta relación, 

I = JA = (gE)A (3.50) 


AV 

Pero según relación (3.48) E =-. Reemplazando E en (3.50) se tiene 


1 - gEA = 


g A 


AV 


(3.51) 
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Si usamos la resistividad 


V = 


í-1 

UJ 


, y despejamos AV , nos queda 


AV = 




1 


VA) 

Definimos la resistência R. dei alambre cilíndrico en la forma 

*=nk 

A 


(3.52) 


(3.53) 


Nótese que la resistência R es una magnitud constante que depende de la geometria dei 
alambre (área A y largo L) y de las propiedades dei conductor frente al paso de la 
corriente (la resistividad tj). Con esta definición, la relación (3.52), queda 


AV = Rl 


(3.54) 


Esta relación entre AV y la corriente /, también es lineal, ya que la resistência R es 
constante. Esta relación se conoce como la ley de Ohm macroscópica, o simplemente ley de 
Ohm. La ley de Ohm dada por la relación (3.54), cumple dos roles distintos; por un lado 
representa el comportamiento experimental de una gran variedad de materiales 
conductores, y por otro puede ser empleada como la definición de la resistência eléctrica 
R , para cualquier material, sea o no conductor, cumpla o no experimentalmente con la ley 
de Ohm, sobre el cual se establece una corriente constante /, esto es, la resistência R de 
cualquier material, se puede defnir como el cociente experimental 


R = 


AV 

I 


(3.55) 


Sin embargo, recalcamos que en general trabajaremos con materiales que cumplen la ley de 
Ohm, es decir, materiales para los cuales la resistência R es una constante y la relación 
entre la diferencia de potencial AV y la corriente eléctrica I es una relación lineal, donde 
R es la pendiente de la recta en el gráfico AV versus / . La unidad de medida de la 


resistência viene dada por [R] 


V 

A 


[«] , donde el símbolo Q representa a la unidad de 


medida en Ohm, [V] es la unidad de medida de la diferencia de potencial en Volt y [A] es 


la unidad de medida de la corriente eléctrica en Ampere. 
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10.- Resistências conectadas en serie. 

Cuando conectamos las resistências en serie, como se muestra en la Fig. 3.10, existe una 
única corriente eléctrica / que atraviesa cada resistência. 



Figura 3.10 Resistências conectadas en serie. 

Si aplicamos la relación AV = R I a cada conductor, tenemos que 

A V i =R i l (3.56) 

Fa diferencia de potencial entre los extremos de las resistências en serie viene dado por 

A v = 5>v; = £(*,./)= 1 = R„I (3.57) 

i i |_ i _ 

es decir, la resistência equivalente al conjunto de resistências en serie, es igual a la suma de 
las resistências individuales 

< 3 - 58 > 


11.- Resistências conectadas en paralelo. 

Ri 



Figura 3.11 Conexión de resistências en paralelo. 
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Cuando conectamos las resistências en paralelo, como se muestra en la Fig. 3.11, la 
diferencia de potencial AV entre los extremos de cada resistência R j es la misma, y a su 
vez, es la misma diferencia de potencial de toda la conexión en paralelo, es decir, 
À V i =AV,\/i. Dado que ahora aparece una variedad de caminos posibles para el 

movimiento de los portadores de carga, se establecen diferentes corrientes eléctricas / ( a 
través de cada resistência R, cumpliéndose la siguiente relación a través de cada 
resistência: 


AV) = AV = R i /, 

La corriente total I en el circuito viene dada por 

< i K i 




(3.59) 


(3.60) 


Escribiendo el inverso de la resistência equivalente en el circuito en paralelo en la forma 


í i \ 


vAVy 


' 1 A 

D 

V paralelo J 


(61) 


se tiene 


=z- 

paralelo 1 i 


(3.62) 


12.- Fuerza electromotriz (Fem £). 

Recordemos que para el campo electrostático E c (conservativo) se cumple que V x E c =0 

(el campo eléctrico es irrotacional), o en forma integral <j) È c dl = 0. Usando solamente 

campos electrostáticos no se puede producir una corriente estacionaria, ya que para 
mantener la corriente estacionaria se requiere una potência por unidad de volumen igual a 


F Vd 
V 


nqE ■ Vd 
V 


J ■ E, pero un campo irrotacional no puede producir esta potência por 


unidad de volumen. La Fem £ se mide en Volt, [V] , igual que la diferencia de potencial. 

Las corrientes estacionarias se pueden establecer en un conductor sólo si están presentes 
fuentes de fuerza electromotriz (Fem £), las cuales producen campos eléctricos no- 

conservativos E nc con rotor distinto de cero, es decir, campos eléctricos de una naturaleza 
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absolutamente distinta a la naturaleza de los campos electrostáticos. Supongamos que en un 
determinado material existen campos eléctricos no-conservativos, E nc , con rotor distinto de 

cero (Vx£ r ^ 0), supongamos además que también están presentes los campos 
electrostáticos (conservativos) E c cuyo rotor es cero, V x E c = 0. La densidad de comente 
J viene dada por la relación lineal (3.46) J = gE , donde el campo eléctrico E es la suma 
de los campos conservativos E c más los campos no-conservativos E nc , es decir, 
É = ( É c + É nc ). Luego, J = gÉ viene dada por 

J = s(Ê c + É, c ) (3.63) 

La fuerza electromotriz o Lem £ se define como la integral de camino cerrada en la forma 

£ = j>(É c + É nc )-dí (3.64) 

donde dl es un vector diferencial tangente a la trayectoria cerrada. Separando las 
integrales, tenemos 

E = j>É c - dl + §É nc ■ dí (3.65) 

Sabemos que para los campos electrostáticos (conservativos) se cumple que j)É c -dl =0, 
luego, la Lem (3.65) viene dada por 

£ = j>É nc -dí (3.66) 

En consecuencia, la fuerza electromotriz Lem £ es producida solamente por campos 
eléctricos con rotor distinto de cero, lo cual implica que la corriente es enteramente debida 
a campos no-conservativos. Las fuentes de Lem £ son dispositivos capaces de generar 
trabajo sobre los portadores de carga o generar una diferencia de potencial entre dos puntos. 
Este dispositivo genera campos eléctricos no-conservativos o disipativos. Como ejemplos 
de fuentes de Lem podemos nombrar a las pilas, las baterias, los alternadores, etc. 

Usando (3.63), la Lem (3.64) también se puede escribir en función de la densidad de 
corriente y de la conductividad g , 

£ = <ií-^L (3.67) 

J g 
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En el caso en que la densidad de corriente sea aproximadamente constante sobre la mayor 
parte de la trayectoria de integración, esta relación se puede escribir como 


f-LL-Ul 

g Ag 


donde hemos escrito la densidad de corriente J en la forma J = 


f r \ 




(3.68) 


. Pero la resistividad 


V = 


-1 

Uv 


es el recíproco de la conductividad g , luego la Fem S , queda 


S = I 


f rjL^ 


V zt 


IR 


(3.69) 


donde R 


f tj 


V A J 


es la resistência dei conductor definida anteriormente en relación (3.53). 


En general, podemos definir la resistência R en cualquier elemento de un circuito en la 
siguiente forma: 



(3.70) 


13.- Circuitos eléctricos. 

Los circuitos eléctricos se definen como caminos eléctricos cerrados formados por 
alambres conductores por los cuales la corriente eléctrica 1 puede fluir por una variedad de 
caminos. 



Figura 3.12 Circuito eléctrico simple. 

El problema básico de la teoria de circuitos eléctricos es el siguiente: conocidas las Fem £ 

y las resistências R presentes en el circuito, ^cuál es la corriente I que pasa por cada uno 
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de los puntos dei circuito?. Además de resistências R , el circuito puede tener 
condensadores con capacitancia C y bobinas o solenoides que presentan determinadas 
inductancias L. 

Recorramos el circuito de la Fig. 3.12 en el sentido abcda , que coincide con la dirección de 
la Fem £ y también coincide con el sentido de la comente eléctrica I propuesta. 
Calculemos las diferencias de potencial entre cada par de puntos: 

Desde a hasta b . 

En ese tramo sólo existe una Fem de valor £. Cuando una Fem es atravesada en el sentido 
positivo de la Fem, se produce una diferencia de potencial dada por 

W ab =V b -V a =£ (3.71) 

Desde c hasta d . 

En este tramo existe una resistência que es recorrida a favor de la corriente I . Cuando se 
atraviesa una resistência en el mismo sentido en que viaja la corriente 1 , la diferencia de 
potencial vale 

A V cd =V d -V c =-IR (3.72) 

En los tramos bc y da , la diferencia de potencial vale cero, porque cada tramo sólo 
contiene alambres metálicos. 


Si partimos dei punto a y vamos midiendo los potenciales a medida que recorremos el 
circuito hasta llegar de nuevo hasta el punto a , la diferencia de potencial electrostático es 
cero, porque se restan dos potenciales idênticos. 


V + AV, +AV..-V’ =0 

ci ba ac a 

(3.73) 

Usando los resultados anteriores, se tiene 


o 

ll 

£= 

i 

to 

(3.74) 

Finalmente, vemos que se cumple que 


£ = IR 

(3.75) 


Esto significa que la Fem £ es capaz de mantener una corriente 1 circulando por el 
circuito, a pesar de la existência de una resistência R que se opone al paso de la corriente. 


14.- Segmento de circuito. 

Calculemos ahora la diferencia de potencial AV ab = V h - V a entre los puntos extremos a y 

b dei segmento de circuito que se muestra en la Fig. 3.13. 
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£ 

o-► 


R I 
7W\_ _► 


+ 


Figura 3.13 Segmento de circuito con corriente. 

Sabemos por la relación (3.63) que la densidad de corriente se puede expresar en función 
dei campo eléctrico resultante, 


— = È +É 

c nc 

8 


(3.76) 


multiplicando esta expresión por el diferencial de camino dl , e integrando respecto al 
camino desde a hasta b , se tiene 

b b b 


1 u u u 

-J7 dí = \Ê c dí + \É nc -dí 

8 a a a 


(3.77) 


Veamos el valor de cada integral por separado. 

1 b ^ 

a) la integral —\J dl . 

8Í 


A lo largo de la trayectoria desde a hasta b, J y dl son paralelos, y la integral queda 

b b 

(3.78) 


-\j dí = -\jdl 

g * g * 

& a o a 


(I \ 

pero si la corriente es constante, entonces J = — , tambien es constante y puede salir 
fuera de la integral, luego 


J 

f Jdí = — I 

(3.79) 

í 8 a 

b 


\j dí = R,J 

(3.80) 


donde la resistência R uh viene dada por R 


v ab 


8^ 


u 

b) la integral J É c ■ dí . 
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Esta integral es justo la definición de diferencia de potencial con signo negativo, 


u 

Av .t = V„-V,=-jÊ r -dí. Por lo 


tanto 


u 

jÉ c dí = -AV ub =V a -V b 

a 

b 

c) la integral J É nc ■ dí . 

a 

Esta integral mide el valor de las Fem £ medidas entre a y b , es decir, 

b 

\É ■ dí = £ , 

J nc ab 


(3.81) 


(3.82) 


Reemplazando los valores de la integrales (3.80), (3.81) y (3.82) en la relación (3.77), se 
tiene 

K„I=(K-V t )+e. t (3.83) 

a partir de esta expresión encontramos la diferencia de potencial entre dos puntos a y b 
dei trozo de circuito 

A^=(V t -Vj = e at -R,„l (3,84) 

Nótese que si unimos el punto a con el punto b , se tiene un circuito cerrado como el 
mostrado en la Fig. 3.12. Además se tiene que V a =V b y ÁV ab =0, y la relación (3.84), 
queda 


^ab R a b I 


(85) 


Relación idêntica a la relación (3.75) dei circuito cerrado estudiado más arrriba. 


15.- Leyes de Kirchhoff 

Un circuito puede estar formado por varias ramas o caminos distintos, o más precisamente, 
un circuito está formado por una malla de caminos o trayectorias conductoras, cada uno de 
los cuales puede contener una Fem £ o fuente de fuerza electromotriz. Además de los 
caminos, las Fem y las resistências, debemos considerar las trayectorias cerradas dentro dei 
circuito, y los nodos o puntos de ramificación en los cuales concurren o se unen tres o más 
elementos conductores. 
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El problema central dei análisis de circuitos es: dadas la resistência y la Fem de cada 
elemento de un circuito, encontrar las corrientes en cada uno de estos elementos. Este 
problema se puede resolver en forma sistemática por medio de las llamadas leyes de 
Kirchhoff. 

15.1.-Ley de los nodos 

La suma algebraica de las corrientes que entran y salen de un nodo o punto de ramificación 
vale cero, 


Y J I j=° (3.86) 

j 

Esto corresponde a la conservación de la carga en un circuito de corriente estacionaria. 

15.2.- Ley de suma de voltajes 

La suma algebraica de las Fem £. en cualquier trayectoria cerrada dei circuito, es igual a la 
suma algebraica de los productos IR en la misma trayectoria cerrada: 

Yf, = ( 3 - 87 ) 

j j 
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2.2.6 Unidad III: Problemas Resueltos 


En esta parte dei Dossier se aplican los conceptos aprendidos sobre condensadores, 
resistências, fuentes de fuerza electromotriz (Fem) y circuitos eléctricos en la resolución de 
problemas típicos. Se aplican las leyes de Kirchhoff para calcular el valor de la corriente 
eléctrica a través de cada resistência, en diferentes tipos de circuitos. 

1.- Un condensador de capacitancia C () , de placas paralelas de área A, separadas una 
distancia d , se carga con una carga Q 0 y luego se desconecta de la Fem (ver Fig. 1.1). 

Posteriormente se introduce un dieléctrico de constante k y espesor b , que no llena 
completamente el espacio entre las placas, es decir, b <d . Después de introducir el 
dieléctrico, hallar la capacitancia C, la diferencia de potencial AV entre las placas y la 
carga Q. 


Q 0 


(d-{y + b)) 


A 


d 


-Qo 


V 


Figura 1.1 Condensador de placas paralelas con dieléctrico. 


Solución: 

Cálculo de todas las magnitudes de interés, antes de introducir el dieléctrico. 

El condensador se cargó y luego se desconecto de la Fem, entonces 

Q = Q 0 (1) 

La diferencia de potencial entre las placas viene dada por 

V 0 =E 0 d (2) 

donde E 0 es el campo eléctrico entre las placas dei condensador sin dieléctrico, y apunta 


desde arriba (placa positiva), hacia abajo (placa negativa) y su valor viene dado por 

r -_2o 


( 3 ) 
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donde A es el área de las placas dei condensador y £ 0 es la permitividad eléctrica dei 

vacío. Para un condensador de placas paralelas, sabemos que su capacitancia viene dada 
por 

(4) 

d 

Cálculo de todas las magnitudes después de introducir el dieléctrico. 

Dado que el condensador se cargó y luego se desconectó de la Fem, entonces la carga se 
mantiene constante, es decir, 

Q = Qo (5) 

Sin embargo, la introducción dei dieléctrico entre las placas cambia el valor de la diferencia 
de potencial entre las placas y cambia además la capacitancia dei condensador. 

Calculemos la diferencia de potencial. 

La diferencia de potencial entre las placas dei condensador se calcula a partir de los campos 
eléctricos que existen entre las placas. Sabemos que hay dos tipos de campo entre las 

placas: a) campo eléctrico E 0 en la región sin dieléctrico, y campo eléctrico E d en la 
región con dieléctrico. Usando estos campos, la diferencia de potencial viene dada por 

d y ( y+b) d 

AL = -J £ ■ dl = -J £ 0 ■ dl - J É d dí- J É 0 dí (6) 

0 0 y (y+b) 

La relación entre los campos E 0 y E d , viene dada por 



Es decir, el campo eléctrico dentro dei dieléctrico es siempre menor que el campo eléctrico 
fuera dei dieléctrico. La Fig. 1.2 muestra que todos los campos eléctricos apuntan hacia 
abajo, es decir, desde la placa positiva hacia la placa negativa. La razón es que las cargas de 
polarización inducida, generan un campo interno que se opone al campo externo y eso 
disminuye el campo resultante en el dieléctrico 
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g + [^= 1 

A 

d 

V 

Q l i 

Figura 1.2 Campo eléctrico dentro y fuera dei dieléctrico. 


A 

V 


(d-(y + b)) 


4 


E d \ 


v- 


4 


El desplazamiento diferencial dl en la integral apunta hacia arriba, porque integramos 
desde la placa inferior negativa hasta la placa superior positiva. Dado que los campos 
eléctricos apuntan hacia abajo, se cumple que dl y E son opuestos, por lo tanto, 
E 0 ■ dl = -E 0 dl y que E d ■ dl = -E d dl : reemplazando estos resultados en la relación (6), se 
tiene 

y (V+i>) d 

A V = fE 0 dl + J E d dl+ J E 0 dl (8) 

0 y (y+b) 

pero los campos dentro de las placas dei condensador de placas paralelas son constantes, 
luego salen dei signo integral, 

A V = E 0 y + E d b + E 0 (d-y-b) (9) 


A V = E d b + E 0 (d-b) (10) 

usando (7), obtenemos la diferencia de potencial entre las placas cuando hay un dieléctrico 
de espesor b y constante k entre las placas, 

f b(l-k) + kd A 


Ay = e„ 


( 11 ) 


Nótese que este resultado es absolutamente independiente de la posición y dei dieléctrico 
entre las placas. 

Con este resultado podemos calcular la capacitancia dei condensador con dieléctrico. 
Sabemos que la capacitancia viene definida como 

Q 


C = 


Ay 


( 12 ) 
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En este caso debemos poner la carga final en el condensador con dieléctrico. Como vimos 
en la relación (5), se cumple que Q = Q 0 , ya que se desconectó la Fem dei condensador. 

Entonces,usando este resultado y la diferencia de potencial (11), la capacitancia (12), 
queda, 

c _ Q _ 6o _ k Qo (13) 

AV AV E 0 (b(l-k) + kd) 


Pero E 0 = , 

Ae o 


entonces la capacitancia C con dieléctrico, vale 


Q _ Qo _ tepA 

AV AV (b(l-k) + kd) 


(14) 


Expresemos este resultado en función de la capacitancia sin dieléctrico C 0 = 


_AS o 


C = 


kd 


(b(l-k) + kd) 


C, 


(15) 


Este resultado muestra que la capacitancia con dieléctrico siempre es mayor que la 
capacitancia sin dieléctrico, ya que el término que multiplica a C 0 en la relación (15), 
siempre es mayor que uno, es decir, 


kd 

(b{l-k) + kd) 


>1 


(16) 


Si k = 1, entonces el dieléctrico seria el vacío o aire, igual que lo que existe entre las placas. 
Entonces se trataria de un condensador sin dieléctrico, y su capacitancia viene dada por 


C = C 0 (17) 

Si b = d , entonces el dieléctrico llenaría completamente el espado entre las placas dei 
condensador. La capacitancia seria entonces 


C = 


dkC () 

(d{l-k) + kd) 


= kC 0 


(18) 


Este resultado reproduce los resultados experimentales que definen la constante dieléctrcia 
k en la forma 


k = 


C_ 

c, 


(19) 
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Si el espesor b de la placa de dieléctrico tiende a cero, b —>0, entonces, el espacio entre 
las placas seria el vacío y usando (15), se obtiene 

C = C 0 (20) 

resultado que coincide con el caso en que k = 1 para cualquier espesor b . 

2.- Resuelva el problema 1 considerando que el condensador con dieléctrico se puede 
considerar como una conexión de condensadores en serie. 


Qo 


(d-(y + b)) 


A 


-Qo 


d 


V 


Figura 2.1 Condensador de placas paralelas con dieléctrico. 


Solución: 

En principio tenemos tres condensadores en serie: 

a) un condensador de área A y separación entre placas y , lleno con aire de capacitancia 

C,=^ (21) 

y 


b) un condensador de área A y separación entre placas b , lleno con un dieléctrico de 
constante k , de capacitancia 


c) un condensador de área 


C 2 =k 


£«A 


( 22 ) 


A y separación entre placas (d-(y + b)), lleno con aire de 


capacitancia 


C 3 = 


f 0 A 


d-(y + b) 


(23) 


Entonces usando la expresión para la capacitancia en serie, tenemos que la capacitancia 
equivalente viene dada por 
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- —- 1 - 1 - 

c c, c, c, 

serie 1 2 3 

1 _ y b d-(y + b ) 

^ serie k£ Q A £ Q A 

—-— = —— (yk + b + kd -k (y + b)) 

Cserie ^ 0 ^ 

1 _b(l-k) + kd 

^ serie k£ Q A 

invirtiendo esta expresión, se tiene la capacitancia equivalente en serie 

q __ k£ 0 A _ 

serie ~ (b(\-k) + kd) 


(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 


Resultado que coincide completamente con la capacitancia obtenida a través dei cálculo dei 
potencial entre las placas obtenido en relación (14). Si usamos el valor de la capacitancia 

£ Á. 

dei condensador sin dieléctrico, C 0 = ——, la relación (28), coincide con la relación (15), es 

d 


decir, 


C 


kd 


(b(í-k) + kd) 


C, 


(29) 


En el problema 1 vimos que todos los resultados son independientes de la posición y de la 
placa de dieléctrico en el condensador. Entonces, podríamos considerar que nuestro 
condensador está formado por sólo por dos condensadores en serie: 
a) un condensador de área A, sin dieléctrico de espesor (d -b ), con capacitancia 


c,=-SA 

d-b 


(30) 


b) un condensador de área A, lleno con dieléctrico de constante k , de espesor b , con 
capacitancia 


C 2 =k 


£ 0 A 


(31) 


La capacitancia en serie viene dada por 


1 


1 1 


C 




«n, C 1 


Cs 


(32) 
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1 d-b b 
- + - 


C serie Jc£ Q A lc£ Q A 


(k (d —b) + b) 


1 _b(l-k) + kd 


C 


k£ 0 A 


invirtiendo, se tiene el mismo resultado anterior 

C 


k£ 0 A 


b(l-k) + kd 


(33) 

(34) 


(35) 


3.- Consideremos un condensador de placas cuadradas de lado L y separación d entre 
placas. Existen dos tipos de dieléctrico dentro dei condensador, con espesores distintos, tal 
como se muestra en la Fig. 3.1. Las constantes dieléctricas valen k ] y k 2 , y el espesor de 

las placas dieléctricas son d l = ^ y d 2 = d , respectivamente. Según la Fig. 3.1, el ancho de 

L 2 L 

cada lâmina dieléctrica viene dada por a x = — y a 2 = —. La región sin dieléctrico se 
puede considerar como un condensador de capacitancia C 3 con constante dieléctrica k = 1, 
espesor d 3 = ^ y ancho a 3 =^ 


A 

d 

V 


Figura 3.1 Condensador de placas paralelas con tres dieléctricos. 



Solución: 

Dado lo aprendido en el problema 2, podemos considerar a este condensador con 
dieléctrico como una combinación de condensadores en serie y paralelo. El diagrama de la 
conexión de los condensadores es la siguiente. 
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3 d 


a 


c. 


c, 



Figura 3.2 Condensadores en serie y paralelo. 

El condensador sin dieléctrico C 3 , tiene una distancia de separación entre placas d 3 = — y 


un área A = L 


í t \ 


V -V 


Por lo tanto, su capacitancia viene dada por 




^0^3 _ £ 0 


ii 

'O 1 ^ 

f 

d 3 

f 3d} 


v ^ j 


(36) 


v ^ y 


Consideremos el condensador cuando no tiene ningún dieléctrico. El área dei condensador 
de placas paralelas vale A = L 2 , y dado que su separación entre placas es d, su 
capacitancia viene dada por 

e n A 


C n 


(37) 


Entonces, la capacitancia dei condensador C 3 sin dieléctrico dada en (36) puede ser escrita 
en función de C 0 , dada en (37), en la forma 


C =-C 

^3 g ^0 


(38) 


El condensador C 2 con dieléctrico k 2 , tiene una distancia de separación entre placas 

( 2 L\ 

d 2 =d y un área A 2 = L — . Por lo tanto, su capacitancia viene dada por 


v 


q _ k 2 £ t) A 2 _ k 2 £ 0 2 L 


2 k 2 S Q Ü 


d. 


d 




3 d 


(39) 


Usando el valor de C n , se obtiene 
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^2 ^ ^ 2^0 


(40) 


El condensador C, con dieléctrico k í , tiene una distancia de separación entre placas 
d f L^\ 

d 2 = — y un área A, = L — . Por lo tanto, su capacitancia viene dada por 

4 “ ^3^ 


_ K e o A x _ Mo t (L 

c >- > ~r d \ L 


4 T \ _ 4k i £ () Ú 


i 


v 


3 d 


(41) 


v^y 


Usando el valor de C 0 , se obtiene 

C,=!*,C 0 (42) 

Con estos valores podemos buscar la capacitancia equivalente de todo el circuito. 
Simbolicamente, la conexión tiene la forma 


C 3 

C) 



Figura 3.3 Conexión serie y paralelo equivalente. 


Los condensadores C 3 y C, estan en serie, luego su valor equivalente serie, viene dado por 

1 


__J_ J_ 

c c n c, 

serie 0 1 


reemplazando los valores dados por (38) y (42), se tiene 


1 


1 


C. 


í A \ 


+ - 


1 


-c n 


\ y y 


j y 


9 + 3 _(9* I+ 3) 


(4 C 0 ) (4^C 0 ) (4^C 0 ) 


(43) 


(44) 


(45) 


invirtiendo se tiene 
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C , = 


r 4 k x A 

y 9fcj + 3y 


c n 


(46) 


Ahora el circuito se reduce a los condensadores C 2 y C scric en paralelo entre sí. La 

capacitancia equivalente de los condesadores en paralelo viene dada por la suma de los 
condensadores 


C = c + c 

paralelo '-'2 serie 


(47) 


C 


a 


Figura 3.4 Conexión en paralelo equivalente. 


Reemplazando los valores obtenidos en (40) y (46), tenemos 


C =—kC+ 

paralelo ^ /v 2''"'0 ‘ 


4 k, 


y 9k { + 3 j 


C n 


c 


paralelo 


2fc 2 (3ifc I +l) + 4fc 1 
(9*.+3) 


a 


(48) 

(49) 


4.- Dado el circuito de la Fig. 4.1, encontrar las corrientes por cada resistência. 



Figura 4.1 Circuito con resistências y Fem. 
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Solución: 

a) consideremos el uso de corrientes por rama, es decir, por cada rama existe una única 
corriente que la atraviesa. Una vez dibujadas las corrientes en el sentido propuesto, 
aplicamos las dos leyes de Kirchhoff. 



Figura 4.2 Circuito con dos mallas y un nodo. 


Apliquemos la ley de los nodos de Kirchhoff al nodo superior de la malla en la Fig. 4.2. 

7i+/ 2 -/ 3 =0 (50) 

Ahora apliquemos la ley de la suma de voltajes de Kirchhoff a dos mallas diferentes. 

a) malla de la izquierda de la Fig. 4.2, circulando en el sentido de movimiento de los 
punteros dei reloj. 

8 + 37,-4-972 =0 (51) 

b) malla exterior, circulando de la misma forma que la malla anterior. 

8 + 37, +97 3 -16 = 0 (52) 

Las ecuaciones (50), (51) y (52), constituyen un sistema de ecuaciones de tres incógnitas: 
7,, I 2 e 7 3 . Haciendo el álgebra correspondiente, se obtienen las corrientes por cada rama y 
por cada resistência, 

',=£(*)> t>=4(A), h=^(A) (53) 

Dado que todos los resultados son positivos, significa que nuestra elección inicial 
(arbitraria) de los sentidos de las tres corrientes fue correcta. En caso de que alguna 
corriente hubiera resultado negativa, el resultado numérico seguiría siendo correcto, solo 
que la corriente en realidad estaria circulando en el sentido contrario al sentido propuesto 
inicialmente. 
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2.2.7 Unidad IV: Magnetismo 


Equation Chapter (Next) Section 4En esta sección se estudian las propiedades de los campos 
magnéticos estáticos y dinâmicos, así como también se describe y analiza el 
comportamiento de las leyes experimentales que permiten describir a los campos magéticos 
estáticos y dinâmicos. Se finaliza la unidad con la formulación de las ecuaciones de 
Maxwell en forma diferencial. 

1. - Campo Magnético È(r,t). 

En esta sección estudiaremos el comportamiento dei campo magnético B(r,t) en el caso 
estático y en el caso dinâmico. En primer lugar, debemos destacar que el campo magnético 
B(r,t ) tiene un carácter distinto dei campo eléctrico E(r,í), a pesar de que las ecuaciones 
que permiten su descripción son relativamente similares. 

Las fuentes (las causas) que crean el campo magnético B son bien diversas pero, 
macroscopicamente, podemos nombrar a los imanes naturales y artificiales, las cargas 
eléctricas q en movimiento, los alambres con comente I y los alambres con corriente I 
enrollados formando bobinas y solenoides. También debemos mencionar que el campo 
magnético es totalmente diferente al campo eléctrico, ya que las líneas de campo magnético 
B son líneas siempre cerradas, lo cual indica que no existen monopolos magnéticos, por lo 
tanto, la entidad más pequena es el dipolo magnético; en cambio las líneas de campo 
eléctrico E son líneas que divergen desde la carga o convergen a la carga (la fuente o la 
causa) que genera el campo eléctrico. En este caso décimos que existe un monopolo 
eléctrico (la carga q ). Microscopicamente, las fuentes dei campo magnético vienen dadas 
por los momentos orbitales de los electrones y por sus propiedades de espín. En lo que 
sigue, sólo consideraremos fuentes macroscópicas dei campo magnético. 

2. - Fuerza magnética sobre una partícula cargada. 

Consideremos una región libre de campo eléctrico É(r,t). En esta región se envia una 
partícula con carga q con velocidad v , en dos direcciones distintas dei espacio, las cuales 
hacen un ângulo 6 < 180° . Si la partícula no se desvia en ninguna de las dos direcciones, 
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podemos afirmar que en esa región no existe campo magnético B . Por el contrario, si la 
partícula se desvia, podemos afirmar que existe un campo magnético B que actúa sobre la 
partícula y que la desvia con una fuerza magnética F m . Experimentalmente, F m viene dada 


F m =q(vxê) 


La unidad de medida dei campo magnético B viene dada por 


L Cm J L Am J 

donde T es la unidad de medida dei campo magnético llamada Tesla, N es el Newton 
(fuerza), A es el Ampere (corriente eléctrica) y [m\ es la unidad de longitud en metros. 

Otra unidad de medida de campo magnético que a veces se usa es el Gauss ([G]), que se 
relaciona con el Tesla de la siguiente manera: l[r] = 10 4 [G]. Por ejemplo, el valor 
aproximado dei campo magnético en la superfície de la tierra viene dado por 
B„™„=0-5xlO- , [r] = 0.5[G]. 

El producto cruz entre vectores v y B , viene dado por (fxfij = |v| B sin# ê ± , donde 6 es 

el menor ângulo entre los vectores v y B . El vector è L es un vector unitário perpendicular 
al plano formado por estos dos vectores, y sigue la regia de la mano derecha. Usando esta 
definición geométrica, el producto cruz se puede expresar a través de un determinante. Si 
cada vector viene dado en la forma cartesiana general 

yv yv ^ 

v = vi + vj + v_k 

- * , - ( 4 - 3 ) 

B - B J + B y j + B_ k 

El producto cruz se obtiene a través dei determinante 


(vxfi) = 


i j k 


U 

B B B 

x y z 


usando la expansión de Laplace dei determinante, se obtiene 

(v x B ) = í(v y B z - v,B y ) - ]{v B - v,B x ) + k (v B y -v y B x ) 

En consecuencia, tenemos dos formas de calcular la fuerza magnética F m = q{vxB^. 
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3.- Trabajo de la fuerza magnética. 

El trabajo W m producido por la fuerza magnética F m sobre una partícula cargada en 
movimiento viene dado por 

W_=\F m dl (4,6) 

donde dl es un vector diferencial tangente a la curva trayectoria. Por otra parte, la 

velocidad instantânea v de la partícula en su trayectoria viene dada por v = —, por lo 

dt 

tanto, dl puede ser expresado como dl =v dt . Reemplazando esta relación en (4.6), el 
trabajo magnético viene dado por 

W = [P m -dí = í F m ■ v dt (4.7) 

m J m J m x / 

Usando la expresión (4.1) de la fuerza magnética, podemos escribir 

W m =\q[vxB)vdt (4.8) 

El producto vectorial mixto (v x /?) • v se puede reescribir usando las propiedades 
vectoriales en la siguiente forma. Usando conmutatividad dei producto punto, se tiene 

(vxB)'V=f(vxB) (4.9) 

luego cambiamos el punto por la cruz y el producto mixto no cambia, 

(vxfi)'V =v '(vxfi) = (vxv)-B (4.10) 

Pero, el producto cruz de dos vectores paralelos siempre es cero, ya que 

(vxv) = vvsinO 0 =0 . En conclusión, el producto vectorial mixto (vxR) v contenido en 

la expresión dei trabajo magnético W m vale cero y por lo tanto, el trabajo magnético 
siempre es cero, y por lo tanto no cambia su energia, 

K=\F.-<n= o (4.1D 

Esto significa que el campo magnético sólo puede cambiar la trayectoria de la partícula 
cargada q . 
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Ya vimos que un campo magnético B ejerce una fuerza desviadora sobre una carga q que 
se mueve con velocidad instantânea v . Veamos ahora qué le ocurre a un alambre con 

corriente I puesto en una región donde existe un campo magnético B . 

Al interior dei alambre con corriente, las cargas eléctricas se mueven con velocidad 
constante v d (velocidad de arrastre) . Consideremos un trozo de alambre de largo 
diferencial dl . Cada portador de carga siente una fuerza magnética desviadora 
F m = q[y d xZ?). Dependiendo dei tipo de material dei alambre sobre el cual se establece la 

corriente eléctrica I , existe un número N de portadores de carga por unidad de volumen. 
En un alambre cilíndrico con área de sección transversal A y largo diferencial dl , el 
volumen diferencial viene dado por dV = Adi . Por lo tanto, el número total de cargas dq o 
de portadores de carga disponibles en el volumen diferencial dV , viene dado por 

dq = NqdV = NqA dl (4.12) 

Sobre cada uno de los portadores de carga se ejerce una fuerza F m . En consecuencia, la 

fuerza magnética total dP m (diferencial) o la fuerza magnética resultante sobre el trozo de 
alambre con corriente I , viene dada por 

dF m =dq(v d xB ) (4.13) 

Usando (4.12) se tiene 

dF m =NqAdl(v d xB) (4.14) 

Pero los vectores v d y dl son vectores paralelos, por lo tanto podemos escribir 

dlv d =v d dí (4.15) 

Usando esta propiedad podemos reescribir la relación (4.14) en la forma 

dF m = NqA v d (díxB ) (4.16) 

Pero de acuerdo a la Unidad III, la corriente eléctrica I en el trozo de alambre en estúdio, 
viene dada por 

I = NqA v d (4.17) 

por lo tanto, la expresión (4.16) queda finalmente como 

dF m = Idí x B (4.18) 
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Sumando todas estas fuerzas magnéticas diferenciales sobre un alambre de largo finito, 


obtenemos la fuerza magnética F m sobre un alambre con corriente I 

b 


= J Idí x B 


(4.19) 


4.- Ley de Biot y Savart. 

En esta sección estudiaremos la manera de calcular el campo magnético a partir de una de 
sus fuentes macroscópicas: la corriente eléctrica I . Historicamente se descubrió el efecto 
des viador producido por un alambre con corriente sobre una brújula magnética y también 
sobre un imán. Estúdios experimentales más refinados permitieron obtener el valor dei 

campo magnético vectorial B generado por un alambre con corriente eléctrica I . Vemos 
así que la fuente (la causa) que genera el campo magnético B es la corriente eléctrica I , es 
decir, cargas eléctricas en movimiento. Por comparación, recordemos que la fuente (la 

causa) que genera el campo eléctrico E es la carga q , tal como vimos en el capítulo 1. 
Consideremos un trozo de alambre con corriente I , cuya ubicación, respecto al origen de 
un sistema de referencia O , se muestra en la Fig. 4.1. 



Figura 4.1 Campo Magnético B creado por un 
alambre con corriente eléctrica I en el punto P . 

En la Fig. 4.1, dl es un diferencial vectorial que apunta en dirección tangente al alambre y 
en el sentido que circula la corriente eléctrica I . El vector r indica la posición dei punto 
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fijo P respecto dei origen O donde queremos medir el campo magnético B . El vector r' 
indica la posición dei vector diferencial dl respecto dei origen O . Nótese que r no varia 

durante el cálculo dei campo B , en cambio, el vector r' varia sobre todo el alambre con 
corriente. Experimentalmente se demuestra que a partir de este esquema, el diferencial de 

campo magnético dB generado por una corriente eléctrica I viene dado por la ley de Biot- 
Savart, 


d B(f) = ^- dlx } f ~P 

\n \r — r'\ 


(4.20) 


donde fi 0 es la permeabilidad magnética dei vacío y vale fl 0 =4;rxl0~ 7 — . Usando el 

l A 

Principio de Superposición, el campo magnético B(r) resultante se obtiene por integración 

sobre la variable /, la cual está relacionada con la variable / que indica la posición de dl 
en el alambre. El vector r es un parâmetro fijo, ya que el punto de observación P está fijo 
respecto al observador en el origen O . El campo magnético resultante viene dado por 




(4.21) 


Esta fórmula matemática tiene una forma similar a la expresión que permite calcular el 
campo eléctrico É(r ) usando la ley de Coulomb. Ambos campos dependen dei inverso de 


la distancia cuadrática - j desde la fuente que crea el campo (carga q para campo 

u ? - ?/ u 

eléctrico y corriente eléctrica I para el campo magnético) hasta el punto de observación P 
dei campo. 

En conclusión, la ley de Biot-Savart nos indica que todo alambre con corriente eléctrica I 
(y también cargas en movimiento) genera un campo magnético B en su vecindad. Usando 
diferentes configuraciones de alambres con corriente I se pueden obtener dispositivos que 
producen diferentes formas de campos magnéticos, así por ejemplo, alambres enrollados 
con corriente generan un sistema llamado bobina y solenoide que permite almacenar campo 
magnéticos y ser usado en circuitos eléctricos para desarrollos tecnológicos. 
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5.- Ley de Ampere 

ETsando la ley de Biot-Savart alrededor de un alambre largo, y a su vez haciendo 
experimentos muy sencillos, se llega a la conclusión de que las líneas de campo magnético 
forman circunferências alrededor dei alambre con corriente, es decir, las líneas de campo 
magnético son líneas cerradas, tal como se muestra en la Fig. 4.2. La dirección dei campo 
magnético B alrededor dei alambre se obtiene a través de la regia de la mano derecha. 



Figura 4.2 Líneas de campo magnético B creadas por alambre con corriente I. 

Esto significa que las líneas de campo magnético no emanan de un único punto o no llegan 

a un único punto, tal como ocurre en el caso dei campo eléctrico. Por eso décimos que no 

existen monopolos magnéticos. Si tomamos la divergência de la ecuación (4.21) se 
demuestra, después de un desarrollo algebraico, que se cumple la siguiente ecuación, 

VB = 0 (4.22) 

Esta ecuación es una de las cuatro ecuaciones de Maxwell. Por otra parte, si tomamos la 
integral de volumen de esta expresión 

JVBr/y= 0 (4.23) 

V 

y usando el teorema matemático de Gauss, se tiene 

jV B dV =j>B dS=0 (4.24) 

V s 

donde S indica la superfície que encierra al volumen V . La forma integral de la ecuación 
de Maxwell viene dada por, 
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§BdS = Q (4.25) 

s 


La integral cerrada mide el flujo dei campo magnético B a través de la superfície cerrada. 
Este flujo siempre es cero, lo cual significa que la proyección dei campo magnético B 

sobre la diferencial de superficie dS contribuye en cantidades positivas y negativas, 
siempre en la misma cantidad, independientemente de la superficie en estúdio. Es decir, las 

líneas de campo B entran y salen de la superficie en igual proporción. Esta es la 
manifestación de la inexistência de monopolos magnéticos. 

Para obtener la ley de Ampere, midamos todas las contribuciones dei campo B alrededor 
de la trayectoria cerrada circunferencial, F, centrada en el alambre recto muy largo con 
corriente I , como se muestra en la Fig. 4.2. Estas contribuciones las mediremos a través 

dei producto punto Bdl , donde dl es el vector diferencial tangente a la circunferência 
centrada en el alambre con corriente. La contribución total se obtiene calculando la integral 
cerrada de línea, 

j)Bdí (4.26) 

r 


Sobre una circunferência de radio r fijo, se cumple que Bdl = Bdl , porque B y dl son 
paralelos en cada punto de la trayectoria circunferencial y además B es constante sobre la 
circunferência. La integral (4.26), queda 

j)B-dí =§Bdl = B§dl (4.27) 

La integral cerrada mide el perímetro de la circunferência, (j)<7/ = 2;rr . Usando la ley de 


Biot-Savart se demostro que la magnitud dei campo magnético B alrededor de un alambre 

recto muy largo viene dada por B = . Reemplazando este valor en relación (4.27), se 

2 nr 


tiene 


simplificando obtenemos 


Bdl 


MoL 

2nr 


(2;rr) 


(j) B ■ dí =jU 0 I 


(4.28) 


(4.29) 
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Este resultado se obtuvo para el caso particular de un alambre recto muy largo con corriente 
I . Sin embargo, experimentalmente se cumple que cuando una trayectoria cerrada 
arbitraria T es atravesada por una corriente estable I , se cumple la siguiente relación 
general, 

j>êdl=ju 0 I (4.30) 

r 

donde I = I neta representa la corriente total encerrada por de la curva cerrada Y (curva 

encerrada 


Amperiana). Esta es la llamada ley de Ampere. 

Usando el teorema de Stokes, esta ley se puede escribir en forma diferencial 

j)Bdl =J(Vx5)-J5 =jU 0 I (4.31) 


donde dS es el vector diferencial que sale de la superficie que es limitada por la curva 
Amperiana Y. Por otra parte, la corriente que atraviesa la superficie S limitada por la 

Amperiana Y , se puede escribir en la forma I = J J ■ dS , donde J es la densidad de 

s 

corriente por unidad de área que estudiamos en la Unidad III. Reemplazando en (4.31), se 
tiene 

j(Vx5)-J5=//j7-J5 (4.32) 

s 


dado que la superficie dS es arbitraria, se cumple que 

VxB-jU 0 J (4.33) 

Esta es la forma diferencial de la ley de Ampere (4.30). Esta no es una ecuación de 
Maxwell, dado que no toma en cuenta la variación de los campos eléctricos en el tiempo 

— . La generalización de esta ley viene dada por 


VxB = juJ + £,jU 0 


dE_ 

dt 


(4.34) 


El último término de la derecha fue obtenido por Maxwell. Esta ley se denomina ley de 
Ampere-Maxwell y fue fundamental para el desarrollo de la física electromagnética. 
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6.- Inducción Electromagnética. 

Trabajos experimentales realizados durante el siglo XIX permitieron establecer que la 
variación dei flujo magnético d> B a través de una superfície abierta producía una fuerza 

electromotriz (Fem e) inducida. También podemos decir que la variación dei flujo produce 
una diferencia de potencial no-conservativa y que incluso puede producir una corriente 
eléctrica I inducida si el flujo varia sobre un circuito cerrado. Este comportamiento dei 
flujo magnético es absolutamente distinto de los otros comportamientos magnéticos 
descritos a través de las leyes anteriormente vistas. Recordemos que el flujo <f> de un 

vector cualquiera A a través de una superfície S , se define como 

<E A =jÃdS (4.35) 

Si la superfície es cerrada, entonces el flujo sobre la superfície cerrada viene dado por 

<E A =(J)Á-dS (4.36) 

s 

Si ahora consideramos el flujo dei vector campo magnético B , entonces, el flujo a través 
de una superfície cerrada vale cero siempre, 

<í> B =(j)fl<7S=0 (4.37) 

s 

tal como lo vimos en ecuación (4.25). También dijimos que este comportamiento es 
absolutamente general y que este resultado constituía una de las ecuaciones de Maxwell, 

que en su forma diferencial viene dada por V ■ B = 0, y que representa la inexistência de los 
monopolos magnéticos. El flujo magnético a través de una superfície cerrada <f> s es muy 


distinto al flujo eléctrico a través de una superfície cerrada <í> £ , ya que para el caso 
eléctrico, el flujo a través de una superfície cerrada da origen a la ley de Gauss, 


<í>, 


iÉdS 


<ln 


(4.38) 


s ~o 

Este comportamiento es una indicación de las diferencias fundamentales entre los campos 
É y B 

Volvamos ahora al comportamiento dei campo magnético B . El flujo magnético sobre una 
superfície abierta no tiene ninguna restricción y viene dado por 
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& B =\É-dS (4.39) 

s 

Este flujo puede variar en el tiempo por varias razones: a) por variación de B en el tiempo, 
b) por variación de la superficie, c) por movimiento de la superfície, d) por vários de los 
casos anteriores. Experimentalmente, se ha llegado a la conclusión de que la variación en el 
tiempo dei flujo magnético a través de una superficie abierta, se convierte en una fuente de 
fuerza electromotriz (Fem £). La nueva ley experimental se denomina ley de Faraday-Lenz 
y la Fem inducida viene dada por 

d<$> R .. 

£ =-- (4.40) 

dt 

El signo menos se asocia con la propiedad de la naturaleza de oponerse a cualquier 
variación dei flujo magnético. Normalmente a £ se la llama Fem inducida. La Fem 
inducida es capaz de establecer un campo eléctrico inducido en una región libre de 
conductores metálicos (las ondas electromagnéticas en el vacío son un claro ejemplo de 
este comportamiento), y también es capaz de producir corriente eléctrica inducida si hay 
conductores formando circuitos cerrados. Cuando usamos la palabra inducido o inducida, 
no significa que las consecuencias no sean reales, sino que con estas palabras se indica el 
método mediante el cual se generó la Fem o la corriente eléctrica o el campo eléctrico. 
Debemos enfatizar que la ley de Faraday-Lenz (4.40) es una ley experimental totalmente 
independiente de las otras leyes asociadas al campo magnético. 

En la ecuación (3.64) de la Unidad III vimos que la Fem £ viene definida a través de la 
siguiente expresión general 

£ = j(Ê'+Ê„)-dí (4.41) 

separando las integrales, se tiene, 

£= j)É c ■ dl + jÉ tw ■ dl (4.42) 

pero £ = j)É c dí — 0, porque se trata dei campo electrostático, el cual es un campo 
conservativo. Esta integral mide la diferencia de potencial entre dos puntos idênticos, es 
decir, £-j)É c -dí = V a -V a = 0. Por lo tanto, la Fem (4.41), queda expresada sólo en 

función de los campos eléctricos no-conservativos, tal como los campos eléctricos 
inducidos por la variación dei flujo magnético a través de la ley de Faraday-Lenz, 
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S=jÊ nc -dí (4.43) 

Reemplazando (4.39) y (4.43) en la ley de Faraday-Lenz (4.40), se tiene 

E=-—\É-dS=ÍÉ nc -dí (4.44) 

dt J s J 

Para el caso de un circuito rígido y estacionário, la derivada temporal puede ingresar en la 
integral como una derivada parcial 

j>É nc -dl =-\^-dS (4.45) 

En la ecuación (1.64) de la Unidad I mostramos la aplicación dei teorema de Stokes para 
cualquier campo vectorial É 

£ £ • dl = J ( : Vx É) • dS (4.46) 

donde T es una curva general que limita a una superficie arbitraria S . Aplicando este 
teorema a la parte izquierda de la ecuación (4.45), se tiene, 

fU ■ àí = ((Vx É„ c )■£ = -! f.JS (4.47) 

£(vx£„).rfS=-|^.rfS (4.48) 

Dado que esta igualdad debe valer para cualquier superficie S , se debe cumplir que 

Vx ^ = _ ô7 (4 ‘ 49) 

Dado que para esta ley sólo contribuyen los campos eléctricos inducidos no-conservativos 
E nc , podemos usar por simplicidad de lenguaje la notación E nc = E , por lo tanto, la forma 
diferencial de la ley de Faraday-Lenz viene dada por 

— c) R 

VxÉ = - (4.50) 

dt 

Esta es la última de las cuatro ecuaciones de Maxwell. 

En resumen, y tal como dijimos en la Unidad I, la expresión de la divergência y el rotor de 
cada campo constituye un conjunto de cuatro ecuaciones que se denominan Ecuaciones de 
Maxwell , y que experimentalmente vienen dadas por: 
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V£ = A V ■ B = 0 

(4.51) 

, _ __ ç)E 

Vx£ = ——, VxB = ju 0 J+£ 0 ju 0 — 

ót àt 

Este conjunto de ecuaciones diferenciales lineales (vale el Principio de Superposición) 
constituye una notable generalización experimental. En estas ecuaciones, J es la densidad 
de corriente eléctrica, y p es la densidad volumétrica de carga eléctrica. Nótese que los 
campos eléctrico y magnético están indisolublemente unidos a través de las ecuaciones 
diferenciales (4.51) y dan origen al llamado campo electromagnético. Todo el 
electromagnetismo está descrito por las ecuaciones de Maxwell (4.51), junto con la fuerza 

de Lorentz F L 

F L = q(É + vxÈ) (4.52) 


y con la segunda ley de Newton 

f = !H. 

dt 


(4.53) 
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Equation Section (Next) 

2.2.8 Unidad IV: Problemas Resueltos 


En esta sección se hace una aplicación de las leyes dinâmicas y estáticas dei magnetismo, a 
través de la resolución de problemas. Se emplean variadas distribuciones de corriente 
eléctrica para generar campos magnéticos, y a su vez se estudian varias situaciones teóricas 
que permiten comprender la generación de Fem inducidas y corri entes inducidas. 

1.- Hallar el campo magnético vectorial en el origen O dei sistema de coordenadas, 
producido por un alambre con corriente I formado por segmentos rectos de largo L , y un 
segmento vertical de largo 2 a que está separado dei origen una distancia D , tal como se 
muestra en la Fig. 1.1 



Figura 1.1 Campo magnético creado por un alambre con 
corriente / , en el origen O. 

Solución: 

Los alambres horizontales los numeramos 1 y 2 y el alambre vertical lo numeramos 3. 
Alambre 1: (horizontal superior) 

Los vectores posición dei punto de observación dei campo magnético r y de la posición de 
la corriente r ', con respecto al origen O dei sistema de coordenadas, y las relaciones entre 
ellos vienen dados por, 

r=Õ, 

_►/ ^ a 

r = xi + aj, 

( _ -/\ t- (El) 

[r -r ) = -xi - aj, 

\r — r\ = yx +a 
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Recodemos que en la ley de Biot-Savart, dl siempre apunta en la dirección de la corriente 
eléctrica, luego, 

dl = —dr' = —dxi (1.2) 

Aplicando Biot-Savart, se tiene 


B,(r) 


4 71 


A / A A \ 

D i L dxi xy-xi -ajj 


A / A A \ 

D i L dxi x 1 —xi - ajj 

. .3/ 

4 n 

í . .3/ 

i í^,2\/2 


(1.3) 


pero, i x {-xi -aj^j = -a (z x /) = -ak , ya que ixi = Ô. Por lo tanto, (1.3), queda 


T—** 

4;r b (x 2 +a 2 y 2 


(1.4) 


integrando, obtenemos 


B, = 


_ Mo 1 


4 na 


(D + L ) 


D 


(D + Lf + a 2 ^D 2 + 


2 , 2 

a 


(1.5) 


Por simetria de los alambres horizontales, los campos magnéticos producidos por ambos 
alambres son iguales, es decir, 

( 1 . 6 ) 


B\ — B 2 


b,= «A 

4 na 


D 


(D + L) 

( D+Lf+a 2 W + 


2 2 

a 


(1.7) 


Alambre 3: (vertical) 

En este caso, los vectores que se necesitan para la aplicación de la ley de Biot-Savart son 

r = Õ, 

r = Di + y], 

0 r~r) = -Di - y], 

| r -r 

Reemplazando en Biot-Savart, tenemos 


( 1 . 8 ) 


r\ = yjD 2 + y 2 


B, 


MJ j 

[■ dí x (r - 


X 

•ís 

I 

(-“-») 

4 71 ^ 

1 

r — r' 

■' 4/r J 

a (D 2 - 

+r) K 


(1.9) 


A / /V A\ / /V A\ / ^ \ A a a •*> 

pero, jx\-Di - yj) = -Di jxij = -Dy -k I = Dk , y además jx j = 0, luego (1.9) queda, 
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BÁf) = 


BÂr) = - 


jU 0 ID 


dy 


^ - a (D 2 + y 2 ) 

Mo 1 y 


Finalmente, B(r) viene dada por 


BÁr) = 


4 7CD Jd 2 + y 2 


fl 0 Id 


( 1 . 10 ) 


(UI) 


InD^D 2 +a 2 


( 1 . 12 ) 


El campo resultante viene dado por B R = B ] + B 2 + B ,, pero por resultado (1.6), se tiene, 
Br = 2 {B\) + B 3 


B n = 2 


1 Bo I 


4 na 


(D + L ) 


D 


(.D + Vf+a 2 


ju 0 Ia 


2ttD\Id 2 +a 2 


(1.13) 


Finalmente, el campo resultante creado por el alambre con corriente viene dado por 


B„ = 


Mo 1 


r* o 


2k 


(D + L) 


D 


D + L) 2 + a 2 a^D 2 +a 2 DyfÕ 2 + 


2 , 2 

a 


(1.14) 


2.- Hallar el campo magnético creado en el punto P, por la distribución de corriente 
formada por dos alambres rectos semi-infinitos y un alambre semicircular que se muestra 
en la Fig. 2.1. 



Figura 2.1 Campo magnético creado en el punto P 
por un alambre con corriente I. 


141 
































2.2.8 Unidad IV: Problemas Resueltos 


Solución: 

Consideremos un sistema de referencia con origen en el punto P como se muestra en la 
Fig. 2.1, donde el eje z sale perpendicularmente de la página. El problema puede ser 
separado en tres partes, de modo de considerar por separado la contribución de cada trozo 
de alambre, tal como se indica en la Fig. 2.1, a través de los números. Por la simetria dei 
problema, la contribución de los alambres rectos semi-infinitos es la misma, por ello sólo 

calcularemos el alambre 1 y consideraremos que 5, = B, y el campo resultante vendrá dado 


por: 


— B, + B 1 + B 3 — 25, + B-, 


(15) 


Aplicaremos la ley de Biot-Savart para calcular el campo magnético en cada sección dei 
alambre 


clB 


jU 0 I dl x[r — r') 


4 71 


\r - r 


-/|3 


Cálculo dei campo magnético 5,, creado por el alambre horizontal superior. 
En este caso los vectores vienen dados por: 

r = Õ, 

r' = xi + Kj. 

* _A 

dl =df = dxi 

Por lo tanto: 

r — r = —xi - Kj. 


v 3/2 


r - r 


= (.r 2 + R 2 j 

y para los productos cruz, se tiene 

dlx[r — r') = dxi X (-xi - 5/j = Kdx|-k j 
Reemplazando en la ley de Biot-Savart, tenemos: 


5, 


_ Mo 1 I 

p dí x(f - 

-r) _H 0 I 

4 71 \ 

! 

) 

r - r' 

4n 


(x 2 + R 2 f ' 2 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


( 20 ) 


R ~ \Jx 2 + R 2 

finalmente, se tiene 


(21) 
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B, =-^_k (22) 

1 4 kR 

Cálculo dei campo magnético B 2 , creado por el alambre semi-circunferencial vertical. 



Figura 2.2 Campo magnético creado en el punto P por la 
sección semi-circunferencial dei alambre con corriente I . 


Mirando la Fig. 2.2, vemos que en este caso los vectores r y r vienen dados por: 

r = Õ, 

r' = —R sin (j)i — R cos (j) j 
El vector diferencial dl viene dado por 

dl = dr' = -R cos + R sin fidíf) j 

Por lo tanto: 

r - r' = R sin (j)i + R cos <p j, 

I- -•'I 3 d 3 

r — r = R 

y el producto cruz dl x(r - r') que aparece en la ley de Biot-Savart, se expresa 
dí x(r - f') = (-Rcos</)d</>i + Rsin</)d</) j^jx^Rsin0i + Rcos0 /j 
También se puede obtener el producto cruz por medio dei determinante, 


dí x(r - r') = 


i j k 

-Rcos(j)d(j) Rsin^díp 0 
jRsin^ Rcos(j) 0 


Haciendo la expansión de Laplace dei determinante, se obtiene 

dí x(r -r') = -R 2 d</)( < cos 2 (á + sin 2 (j)^k 


(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 
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dí x(r — r') = -R 2 d(f)k 


(29) 


Reemplazando en la ley de Biot-Savart, tenemos: 



(30) 



(31) 


El campo magnético resultante en el punto P está dado por 



(32) 


Finalmente, el campo magnético resultante en el punto P , viene dado por 



(33) 


El signo menos indica que el campo magnético resultante apunta en la dirección negativa 
dei eje z , es decir, en este caso, entrando en la página. 

3.- Dos espiras de rádios ay b respectivamente, con b < a , están colocadas en forma 
perpendicular a un eje común. Las espiras portan corrientes estables /, e / 2 en distintos 
sentidos sobre cada espira, y sus centros están separados una distancia L, tal como se 
muestra en la Fig. 3.1. 


x 


A 


<■ 


L 


> 



Figura 3.1 Campo magnético creado por espiras circulares con 
corriente que giran en distintos sentido. 
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a) Encuentre una expresión para el campo magnético resultante B R (z) a lo largo dei 
eje z. 

b) Suponga que es posible regular la corriente I , en la espira de radio b . Encuentre el 


valor de I 2 para que B R (z ), en z = — 


sea igual a cero. 


Solución: 

a) Calcular el campo magnético producido por las dos espiras. 

En primer lugar, calculemos el campo magnético creado por una espira de radio R, en el 
punto P , a una altura z sobre su plano. 



Figura 3.2 Campo magnético creado en el eje de la espira 
circular con corriente I . 


El origen dei sistema de referencia lo ponemos justo en el centro de la espira de radio R. De 
la figura vemos que 


r = zíc, 

r' = R cos 6 i + R sin G j 

con estos valores calculamos, 

(r - r') = —R cos 6 i - R sin 9 j + zk 
| r - r\ = ^R 2 +z 2 

Además sabemos que dl = dr ', 

dl =dr =-Rún6d9 i +Rcos0d0 j 


(34) 


(35) 


( 36 ) 


donde, 0 < 6 < 2n. 

La diferencial de campo magnético viene dado por la ley de Biot-Savart: 
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dS=M J dlx(r-p (37) 

An |r - r'| 

Usemos la forma dei determinante para calcular el producto cruz: 

yv yv * 

i j k 

dí x(r -r') = -RsmddO RcosOdO 0 (38) 

—R cos d -Rsin 6 z 

díx(r-r') = i zRcosddd- j zRsmOdd + k R 2 dO (39) 

Reemplazando en la relación (37), se tiene 

_ 5 ju 0 I dí x (r - r) ju 0 I (*' zR cos ed6 ~ J zR sin 6de + * R2cW ) 

dB — ---- T — —- tp, - (40) 

An \7-rf An (r 2 + z 2 ) 

Al integrar se eliminan las componentes x e y dei campo magnético, ya que se anulan las 

Í 2k rln 

sin 0d0= cos 0dO = 0 . En consecuencia, el 

0 J 0 

campo magnético resultante apunta sólo a lo largo dei eje z 

B= = (41) 

1 4jt J» [Rt+z 1 ) 

Al variar el ângulo 6 entre 0 y 2 n recorremos toda la espira. Sin embargo, cuando esto 

ocurre no varia z ni R , por lo tanto, el campo magnético B(z) creado por la espira apunta 
en la dirección dei eje z, y viene dado por: 

n IR 2 

B(z) = ~^k (42) 

2(i? 2 + - 2 ) “ 

Nótese que el campo magnético creado por la espira a lo largo de su eje z apunta siempre 
hacia arriba, según la figura 3.2. Es decir, si medimos el campo magnético creado por la 
espira para valores negativos de z , el campo de la espira sigue apuntando hacia arriba. 


Caso particular. En el centro de la espira, es decir, para z = 0, el campo magnético viene 
dado por 

B(z=0) = ~~k (43) 

2 R 
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Cálculo dei campo magnético resultante creado por las dos espiras. 

Ahora aplicamos el resultado general (42) a cada una de las dos espiras, suponiendo que el 
punto P de observación dei campo magnético se encuentra a la derecha de las dos espiras y 
a una distancia z dei origen, ubicado justo en el centro de la espira de radio a . 

x 



Figura 3.3 Campo magnético creado en el punto P por dos 
espiras con comente que giran en distintos sentidos. 

La espira de la izquierda tiene radio R = a y comente eléctrica /,. De acuerdo a la 

expresión general dada por la relación (42), el campo magnético B { (z .), a una distancia z 
sobre el centro de la espira, viene dado por, 


B l (z) = 


Mo^i a 


V 3/2 


(44) 


2(a- + z-} 

La espira más pequena ubicada a la derecha tiene un radio R = b y lleva una corriente I 2 . 
El campo magnético B 2 (z ) debe ser medido a una distancia ( z~L ) de su propio plano, por 
lo tanto. 


B 2 (z) = 


_ PlJ 2^ _ 

/ „ 9 \ 3/2 

2{b 1 +(z-L) ) 



(45) 


Hemos colocado un signo negativo para el vector unitário k , porque el campo fí 2 (z) 

apunta en la dirección negativa dei eje z . El campo B 2 (z) siempre apunta en la dirección 
negativa dei eje z , ya sea que midamos el campo magnético a la derecha o a la izquierda 


147 
















2.2.8 Unidad IV: Problemas Resueltos 


de la espira pequena. Por lo tanto, los campos 5, y B 2 apuntan en distintos sentidos sobre 
el eje z ■ El campo resultante B R (z) de las dos espiras viene dado por la suma vectorial de 


los campos: 


Explícitamente: 


B r (z ) -B x +B 2 


B r (z) = ^ 


M 0 




b) Cálculo de la corriente I 2 para lograr que en z = — se anule el campo resultante. 

Si el punto de observación dei campo magnético está entre medio de las dos espiras, en 
z = |, entonces, el campo resultante B R (z), queda, 


BÁz = -) 


b 2 + — — L 


Exigimos que se cumpla la condición B R z = — = 0, es decir, 


2 

a — 


b + — 


Despejando, obtenemos finalmente el valor de la corriente / 2 para la cual el campo 
magnético se anula en el punto medio entre las espiras, 


I 2=h 


aY 4b 2 +L 2 


b 4 a + L 
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4.- a) Hallar el campo magnético B en el punto P , producido por el alambre que lleva una 
comente constante I . El alambre está formado por dos alambres rectos semi-infinitos y 
una semi-circunferencia de radio R . b) Encuentre el valor dei campo magnético B si 



Figura 4.1 Campo magnético creado 
por alambre con corriente / . 

Solución: 

Hemos marcado cada trozo de alambre con un número. Calcularemos primero el campo 
magnético producido por los alambres semi-infinitos 1 y 3. Por simetria, los campos de 

cada alambre son los mismos en el punto P , es decir, B ] = 5 3 , así que basta calcular uno 
sólo de ellos. 

Campo producido por el alambre 3. 



Figura 4.2 Campo magnético creado por un 
alambre con corriente recto y semi-infinito. 

Considerando el origen O dei sistema de coordenadas en el centro de la semi- 
circunferencia de la Fig. 4.1, y tal como se indica en la Fig. 4.2, los vectores que definen al 
problema vienen dados por, 
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y el vector resta viene dado por, 


r = hj, 
r = —xi 


r -r' = xi + hj. 

Ir - r 1 = \]x 2 + h 2 


(51) 


(52) 


El diferencial dl apunta en la dirección de la corriente eléctrica, en este caso en la 
dirección negativa dei eje x, luego 

dl = -dxi (53) 


El campo magnético B i , viene dado por la ley de Biot-Savart 


BÂ7) 


Mo I r dlx(f-f) 


4 71 


1 


r - r 


-/|3 


Usando (52) y (53), se tiene, 


/v / yv yv \ 

// í . -dxi xl xi +hi 

= 1 3/2 

J (x 2 +h 2 f 


4 n 


yv / yv yv \ A 

El producto cruz vale: i xl xi + hj I = hk , luego, 

MoM 


4 n J 


dx 


/ n. ~ \ 3/2 

(x 2 +h 2 ) 


Integrando, se tiene 


BÁf) = 


_ mM 


4 n 


h 2 y/x 2 +h 2 


El campo dei alambre 3 apunta en dirección negativa dei eje z ■ 


B 3 (r) = - 


Mo I 


4xh 


1- 


R 


\Jr 2 +h 2 


(54) 


(55) 


(56) 


(57) 


(58) 


Por simetria, el campo magnético dei alambre 1 vale lo mismo que el campo creado por el 
alambre 3, luego escribimos, 


B l (r) = B 3 (r) = - 


Mo 1 


4 7th 


1- 


R 


V R 2 + h 2 


(59) 
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Calculemos ahora el campo magnético producido por el alambre semi-circunferencial 2 que 
se encuentra en el plano (x, z). La Fig. 4.3 muestra la disposición de los vectores. 


z 



Figura 4.3 Campo magnético creado por un alambre 
semi-circunferencial con corriente en el punto P . 


(60) 


Los otros vectores que definen al problema vienen dados por, 

r = h], 

r = R (cos Oi + sin Ok^j 

el vector resta viene dado por, 

(r - r') = [-RcosOi +hj - RsinOk^j, 

| f-r\ = yjR 2 +h 2 

El vector dl es tangente al alambre en la dirección de la corriente I , luego dl = dr' 

dí = d/= R^-sinOi+cosOk)dO (62) 

Reemplazando los vectores en (61) y (62), el campo magnético viene dado por 


( 61 ) 


// i Á-RdOúnOi + RdOcosOk)x(-RcosOi +hi -RsinOk) 


\ 3/2 


(63) 


(R 2 +/z 2 ) J 

Pero (r 2 +/i 2 ) no varia cuando 0 varia de 0 = 0 a 0 = } r, por lo tanto, dicho término 


puede salir fuera dei signo integral. El producto cruz viene dado por 

= {^-hRdOcosOi -R 2 dOj -hRdOsmOk^ (64) 


i j k 
-RdOsvaO 0 RdO cos 0 
-RcosO h -RsmO 


Insertando este resultado en (63), se obtiene, 
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B 2 (r) 


4 x(R 2 + h 2 f 


Separando las integrales, 


B 2 (r) = 


4 7r(R 2 +h 2 f 


- J ( -líRcl0 cos 9i - R 2 dO j - hRdd sin Ok j 


JL Ji Ji 

-hR J cos OclOi - R 2 J dO j - hR J sin Od6k 


Sabemos que J sin OdO = -cos= 2 y que J cos 0d0 = sin0|* = 0, luego (66), queda 


B 2 (r) = - 7° [xR'j + 2hRk 

4 7r(R 2 +h 2 ) L 


Dado que B ] = B 3 , como se indico en la relación (59), el campo magnético resultante B R , 
viene dado por: 


B r ~ 2B t + B 2 


Reemplazando los resultados obtenidos en (58) y (67), se tiene 


_ Mo 1 


1— . k -^- w\jcR 2 j + 2hRk 

2 xh[ 4¥+h 2 J 4;r(R 2 + /í 2 ) " L 


reordenando vemos que el campo resultante se encuentra sólo en el plano (y,z), ya que la 
componente a lo largo dei eje x se anula por simetria, 


B r =- 


mJR 2 

4 (R 2 + h 2 f 2 


:■ Mo 1 1 




2n h{ V R 2 + h 2 J ( R 2 + h 2 ) 


Consideremos ahora el caso limite h —> 0, es decir, obtengamos el campo magnético 
resultante en el centro de la semi-circunferencia. 

Dos términos de la expresión (70) tienen un limite muy simple, a saber, 


lim "jd—Yi 
4(í 5 +/r)” UíJ J 


hR 

lim - t 

H (R 2 + h 2 f 


k=0k 


Ahora debemos calcular el limite cuando /z —> 0 dei término 
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f r, A 


1- 


R 


^R 2 +h 2 


(73) 


Primero reescribamos el término con la raiz en la forma 


1 


V/? 2 +/r 


R 


c 


1 + 


fh' 


2 \ 


-1/2 




(74) 


Haciendo una expansión en serie de Taylor, en primera aproximación para h pequeno, se 
cumple que, 

1 


R 2 +h 2 


J_ 

R 






(75) 


J 


Reemplazando este resultado en la relación (73), se tiene 


1- 


R 


V R 2 + h 2 


h 


1-1 + 


1 


^3 


2 "N 


\Rj 


IA 

2 R 2 


(76) 


Cuando h—>(), este término se anula. En consecuencia, cuando h—>(), el campo 
magnético resultante viene dado solo por la expresión (71), 


_ Ro 1 : 


B 2 (r) = -^— j 
4 R 


(77) 


5.- Una lâmina no conductora circular de radio a tiene una densidad superficial de carga 
<j. calcular el campo magnético sobre el eje si la lâmina rota en tomo a su eje de simetria 
con velocidad angular CO 



Figura 5.1 Campo magnético creado por 
una lamina de carga rotante. 
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Solución: 

Calcularemos el campo magnético usando la ley de Biot-Savart, ya que no existe suficiente 
simetria para usar la ley de Ampere. Subdividiremos la lâmina en infinitas espiras 
circunferenciales de radio r variable, cada una de las cuales lleva una corriente diferencial 
dl . Usaremos el resultado conocido dei campo magnético sobre el eje de una espira 
circular de radio r , y luego usaremos la expresión resultante para obtener el campo creado 
por toda la lâmina rotante en un punto sobre su eje. 



Figura 5.2 Campo magnético creado por un 
alambre de radio r y corriente diferencial dl. 

El tiempo que demora la lâmina en dar una vuelta entera, se define como el período T dei 

2 n 

movimiento, el cual se relaciona con la velocidad angular (ú en la forma T = —. Una 

co 

espira de espesor dr tiene una carga diferencial dq = odA , donde el diferencial de área 
viene dado por dA = Ixrdr , luego el diferencial de carga dq viene dado por dq = cljirdr. 
Cuando la lâmina rota, se genera una corriente diferencial dl que viene dada por 

dl = d ^- = (OOrdr (78) 

T 

En el problema 3, relación (42), demostramos que el campo magnético a una altura z sobre 
el eje de una espira circunferencial de radio R con corriente I , viene dado por, 

~ u R 2 1 

B(z)k = - -^k (79) 

2(R 2 + z 2 } 

En el problema que estamos resolviendo, la espira circunferencial tiene un radio r variable 
y una corriente diferencial dl , en consecuencia, el módulo dei campo magnético creado es 
un campo magnético diferencial y viene dado por 


154 






Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo 


cIB(z) = 


ju 0 r 2 dl 
2 (r 2 + z 2 f 


(80) 


Nótese que esta expresión se ha obtenido usando la relación (79), donde hemos 
reemplazado: R por r , 1 por dl y por lo tanto, también hemos reemplazado B por dB . 
Reemplazando dl = axjrdr dado por la relación (78), se tiene la siguiente expresión para 
dB(z ), 


dB(z) = 


fl 0 úxrr 3 dr 

2 (r 2 +z 2 ) 


(81) 


Para obtener el campo magnético resultante, usamos el Principio de Superposición, es 
decir, sumamos todos los campos magnéticos diferenciales (81). Integrando desde r = 0 
hasta r = a para considerar las contribuciones de toda la lâmina que rota, se tiene: 


B(z) = J dB{z) 


jU 0 ú)<T j r 'dr 

7 J í 2 . 2\ V2 

z o|r | 


(82) 


La integral vale 


} r 3 dR _r 2 + 2z 2 

a 2 . o 2 n. 2 

a +2z 2 z 

!(r J + r)" Vr + : 2 

0 v/ú! 2 + í 2 

z\ 


(83) 


Reemplazando en (82), se obtiene el campo magnético creado por toda la lâmina cargada 
con densidad superficial de carga a ,que gira con velocidad angular constante, 

a 2 +2z 2 2 z 2 


B(z) 


jU 0 (O(J 


í 


2 . 2 

a +z 


(84) 


6.- Calcular el campo magnético creado en el eje de un solenoide de radio R y de largo 
L » R , formado con N vueltas y que trasporta una corriente constante 1. 


N 



Figura 6.1 Campo magnético creado por un solenoide sobre su eje z ■ 
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Solución: 

Calcularemos el campo magnético usando la ley de Biot-Savart, ya que no existe suficiente 
simetria para usar la ley de Ampere. Primero calcularemos el campo magnético sobre el eje 
de una espira circular de radio R y luego usaremos la expresión resultante para obtener el 
campo creado por todo el solenoide en un punto sobre su eje. 

Ya vimos en el problema 3 y en el problema 5 que el campo magnético creado por una 
espira cincunferencial de radio R , a una distancia z dei plano de la espira, viene dado por 

u IR 2 

Biz)= rr 2^ k (85) 

2(R- + z 2 ) 

Usando este resultado, calcularemos el campo magnético producido por el solenoide, 
sumando los campos diferenciales (Principio de Superposición) creados espiras 
circunferenciales de espesor diferencial dz' . Subdividamos el solenoide en espiras 
circunferenciales de espesor diferencial dz' ■ 

x 



Figura 6.2 Campo magnético generado por una espira de espesor diferencial 
dz , con corriente dl , a una distancia (z~z') sobre el eje z . 

La Fig. 6.2 muestra un esquema dei solenoide, indicando una corriente diferencial dl 
contenida en una espira de espesor diferencial dz' ■ Esta espira diferencial genera un campo 
magnético diferencial dB en el punto P , a una distancia (z - -') sobre su eje. 

Usaremos el resultado (85), pero cambiando 1 por dl , z por (z~z') y cambiando B(z) 
por dB(z) • Trabajaremos solo con el módulo dei campo magnético. 
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dB(z ) = 


Mo R 


, „ 9 \ 3/2 

2(K J + ( z -Z) ) 


dl 


( 86 ) 


Ahora debemos escribir la comente diferencial dl en función de las magnitudes que 
caracterizan a la espira de espesor dz . Sabemos que cada espira de todo el solenoide lleva 
una corriente 1 . Además sabemos que un solenoide está caracterizado por el número de 

N 

espiras por unidad de largo n definido como, n = —. Entonces, en un espesor dz ', n 
dN 

viene dado por n = —-. Por lo tanto, en un largo diferencial dz , circula una corriente 

dz 

diferencial dl , dada por dl = IdN = í(ndz '). Insertando este resultado en la expresión (86) 
para el campo magnético, nos queda 

ju 0 nIR 2 


dB(z) = 


/ 9 \ 3/2 


dz 


(87) 


El campo magnético resultante se obtiene usando el Principio de Superposición, es decir, 
integrando sobre todas las contribuciones diferenciales, 


B(z) 


/LL^nlR 


2 L 

-f 


dz 


/ 9 \ 3/2 

(r 2 Hz-z t) 


( 88 ) 


integrando, se tiene 


B(z) = - 


H 0 nl ( z-z') 


R 2 +(z-z) 


(89) 


Finalmente obtenemos: 


B(z) = 


2 


(^) 


(z-L) 

Jr 2 +(z-l ) 2 


(90) 


Campo magnético dei solenoide en el origen dei sistema de referencia z = 0. 

Si z = 0 y al mismo tiempo imponemos la condición L » R (condición que caracteriza al 
solenoide), el campo magnético en el extremo izquierdo dei solenoide vale, 

B(z = 0) = ^ (91) 

Campo magnético dei solenoide en su extremo derecho, z = L . 
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Si z = L y exigimos la condición L » R , el campo magnético en el extremo derecho dei 
solenoide vale, 




B{z = L) = 


(92) 


Si z = —, el campo magnético en el centro dei solenoide vale, 


B 


v" 2 j 


=M 0 m 


(93) 


A partir de la expresión general (90) obtenida para el campo magnético, podemos reobtener 
el campo de una sola espira. Para ello bastaria hacer L —> 0. Si lo hacemos así, 
aparentemente obtenemos B(z) = 0, lo cual seria incorrecto. Lo que ocurre es que el 

N 

parâmetro L también participa en la definición dei parâmetro n = —. Reescribiendo el 

Zj 


campo general, tenemos 


B(z) = 


_H>NI 


2 L 


(z) 


{z-L) 


V R 2 + z 2 yj r 2 +(z-L f 


(94) 


En este caso, si L —> 0, se produce un cero en el numerador y en el denominador, es decir, 

ocurre que B(z) —> — . Por lo tanto, usaremos la regia de L’Hopital para obtener el limite 

vOj 

deseado, es decir, derivamos por separado, numerador y denominador, con respecto a L y 
después aplicamos el limite L —> 0. En símbolos, se trata de hacer lo siguiente 


_Mi 


B{ z ) = o^ Lim{ 
2 


d 

U) 

(z-L) 

dL 

jR'- + z 2 , 

Jr 2 +(z-L) ! _ 


d_ 

dL 


(L) 


(95) 


La derivada dei denominador vale 1 y es independiente de L , por lo tanto basta calcular la 
derivada dei numerador 


d 

(*) 

{z-L) 

d 

(z-L) 

dL 

■Jlf + z 2 V 

^R 2 +(z-L) 2 

dL 


, R 2 +{z-L) 2 


( 96 ) 


calculando la derivada, obtenemos 
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d_ 

dL 


U) 


(z-L) 


Jr 2 


+ z y/R 2 +(z-L)- 
Entonces (95), viene expresada como 


B(z) =^——Lim\ 


R- 


/ „ r, \ 3/2 

(r-+(z-l)-) 


(97) 


2 


R- 


, lX 3/2 

(* 2 +(7-i) ) 


(98) 


Realizando el limite y considerando una sola espira N = 1, obtenemos finalmente el campo 
magnético de una sola espira, que habíamos encontrado en problemas anteriores 

liJR 2 


B(z) = 


2 (R 2 + z 2 ) 3 ' 2 


(99) 


7.- Hallar el vector campo magnético B( r ) en función de la distancia radial r , generado 

por un cilindro muy largo de radio R que lleva una densidad de corriente J = cte que sale 
de la página, como se indica en la parte derecha de la Fig. 7.1. 


z 




vista frontal 


Figura 7.1 Campo magnético generado por un alambre muy largo con 
densidad de corriente J . 

Solución: 

En este ejercicio existe suficiente simetria como para aplicar la ley de Ampere para calcular 
el módulo dei campo magnético generado por el alambre con corriente. Lo que hace posible 
la aplicación de la ley de Ampere es que el alambre es muy largo, por lo tanto las líneas de 
campo magnético B son siempre circunferências concêntricas con el alambre. 

En este problema existen dos regiones diferentes, 
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a) la región interior al alambre (Región I: 0 < r < R ), definida por una densidad de 
corriente J constante, 

b) una región exterior al alambre muy largo (Región II: r > R ), donde la densidad de 
corriente J se hace cero. 


a) Región I: 0 <r < R con J = cte. 

Consideremos una curva Amperiana F de forma circunferencial de radio 0 < r < R , tal 
como se indica en la Fig. 7.2. Por la curva Amperiana T pasa una cantidad de corriente, 
que llamamos corriente neta encerrada, I neta , que es menor que la corriente total que circula 

por el alambre de radio R . El cilindro más oscuro indica la región que debe ser considerada 
dentro de la Amperiana T , para la correcta aplicación de la ley de Ampere. 



Figura 7.2 Por la Amperiana T de radio r<R pasa 
una corriente neta menor que la corriente total. 



Figura 7.3 Amperiana F de radio r < R . El campo magnético 
B y el diferencial de camino dl , son siempre paralelos sobre 
la Amperiana Y. 
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La ley de Ampere nos dice que 

§ r B-dl=jU«I m (100) 

La Fig. 7.3 indica que sobre la curva Amperiana T el campo magnético B y cl diferencial 
de camino dl sobre la Amperiana F, son siempre paralelos, por lo tanto, 

Bdí = Bdl (101) 

Adernas, sobre la curva Amperiana T de radio constante, el módulo B dei campo 
magnético es constante, por lo tanto, B puede salir de la integral en la ley de Ampere (100) 

■ dl = j r Bdl = Bj> r dl = jUjneta ( 102 ) 

Pero, sobre la curva amperiana circunferencial F. esta integral mide el perímetro de la 
circunferência de radio r < R , por lo tanto, <j ]^dl = 2 nr . Reemplazando este resultado en 

(102), se tiene 

B2 xr = ju 0 I neta (103) 

Ahora sólo falta calcular la comente neta I neta encerrada dentro de la Amperiana de radio 
r < R . Sabemos que la densidad de corriente J se relaciona con la corriente a través de la 
siguiente expresión general / = J J ■ dS , por lo tanto, para la corriente neta I neta , se cumple 
que 

r<R 

(104) 

0 

donde dS es la diferencial de superfície que sale de la superfície encerrada por la curva 
Amperiana T. En este caso la superfície encerrada es un círculo de radio r < R , tal como 
lo indica la Fig. 7.4. Allí también se indica que el vector densidad de corriente J y dS son 
paralelos, lo cual implica que J dS = J dS . 


J 

A dS 

A 



Figura 7.4 Amperiana T de radio r < R . La diferencial de 
superfície dS es perpendicular a la superfície. 
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r<R 

Por lo tanto, la corriente neta I neta = J J dS , viene dada por 

o 

r<R 

Ke,a = j JdS (105) 

0 

dado que 7 es constante sobre la superfície de integración, puede salir dei signo integral y 
nos queda 

r<R 

I m = j\àS (106) 

0 

La integral de superfície mide el área de la superfície dei círculo de radio r < R encerrada 
por la Amperiana, por lo tanto, 

r<R 

J dS = nr (107) 

0 

reemplazando este resultado en (106), se obtiene la corriente neta encerrada por la 
Amperiana 

(108) 

Reemplazando este resultado en (103), se obtiene 

Blxr = fi^Jnr 2 (109) 

simplificando y despejando, se obtiene el módulo dei campo magnético justo en los puntos 
de la curva Amperiana de radio r , 

B = ^Ju 0 Jr (HO) 

Es decir, el campo magnético crece linealmente al crecer el radio de la Amperiana. En 
particular, si r —> 0, el campo magnético vale cero, 5(r = 0)=0 ya que no habría 

corriente eléctrica encerrada dentro de la Amperiana. Si por otro lado hacemos r —> R , se 
obtiene el campo justo en el borde dei alambre muy largo con corriente, 

B{r = R) = ^ju 0 JR (111) 


b) Región II: r > R, con 7=0. 

En este caso usamos una Amperiana circunferencial de radio r > R y repetimos el 
procedimiento empleado para resolver el problema en la región con r < R . 
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Figura 7.5 Por la Amperiana T de radio r > R pasa 
toda la comente que lleva el alambre. 


La Fig. 7.5 indica que la Amperiana F está fuera dei alambre con comente de radio R . 

La ley de Ampere (j) B ■ dí = jU 0 I neta , queda 

Bdl=B27rr = ju 0 I neta (112) 


ya que se cumple que Bdl = Bdl y que B es constante sobre la curva Amperiana. La 
corriente neta encerrada viene dada por 


r>R 


r>R 


| JdS = \j,dS+ | J„dS 


(113) 


donde hemos indicado con el símbolo 7, la densidad de corriente en la región I, para 
0 < r < R y con J n la densidad de corriente en la región II, para r > R . Pero en la región II 
no existe corriente eléctrica, es decir, J n = 0. Por lo tanto, (113) queda, 


A A 

I„,.=\j,dS = j\dS = JxR- 


(114) 


reemplazando este resultado en la ley de Ampere (112), se tiene 


BlTlr = ju () l neta = n {) J 7l R 2 (115) 

Despejando se obtiene el campo magnético creado por el alambre en puntos exteriores a él, 

jU 0 JR 2 


B(r>R)- 


2 r 


( 116 ) 


Nótese que el módulo dei campo magnético tiende a cero, 5 —> 0, cuando r —» °° . 
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Como caso particular podemos obtener el módulo dei campo magnético justo en el borde 
exterior dei alambre con corriente. Haciendo r = R, obtenemos, 

B{r = R) = ^jU 0 JR (117) 

resultado idêntico al resultado encontrado en la relación (111) para el caso de la región I. 
Estos resultados indican que el campo magnético es continuo como función de la distancia 
radial r. 


8.- En un alambre cilíndrico muy largo se tiene una distribución de corrientes que se 
expresa en función dei módulo de la densidad de corriente J en la siguiente forma, 

r < a, Región I, la corriente sale 

a <r <b, Región II, la corriente entra (118) 

r > b, Región IR, fuera dei alambre 
Hallar el campo magnético fí(r) en función de la coordenada radial r, creado por esta 
distribución de corriente, en cada una de las tres regiones con distinta densidad de corriente. 
La Fig. 8.1 muestra las direcciones de la densidad de corriente. 


y(r) = 


Tj = ar 

f P' 


J 2 = 


\ r J 


J 3 = 0 , 




Figura 8.1 Campo magnético creado por un alambre que 
lleva corrientes eléctricas en distintos sentidos. 


La corriente eléctrica sube por el cilindro central de radio a y baja por el cascarón externo 
de radio b . Fuera de los alambres no existe corriente eléctrica. 
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Solución: 

En el problema anterior hemos aprendido que para alambres muy largos es posible aplicar 
la ley de Ampere. También hemos aprendido que a través de la Amperiana siempre se 

cumple que B dl = Bdl porque ambos vectores son paralelos. Además el módulo dei 
campo magnético sobre una Amperiana de radio fijo es constante, en consecuencia, para 
este tipo de simetria, siempre podemos escribir 

j>B-é = B2xr (119) 

r 

donde r es el radio de la curva Amperiana que estamos estudiando. 

Región I (0 <r<a) 

Usando ley de Ampere, cj ]B dí = jU 0 I neta , se tiene 

r 

r<a 

B l 27rr = ju 0 I neta =ju 0 \ 7,-dS (120) 

o 


El vector 7, es paralelo a la diferencial de superfície dS que sale de la superfície encerrada 
por la curva Amperiana T , por lo tanto, 7, ■ dS = J x dS . Además la diferencial de superfície 
dei círculo vale dS = 2nrdr . En esta región I, la densidad de comente vale 7, = (ar). 
Reemplazando estos resultados en (120), se tiene 

r<a 

B { 27Tr = jil 0 J ( ar)27Trdr (121) 

o 

B l 2xr = ju 0 2xaf rdr = A ' 2 ^ r 3 (122) 

o ^ 


integrando, 


B x 2nr - 


jLi (l 2jia 3 
3 V 


simplificando, se obtiene el campo magnético en la región I 

B - Mt ' a r 2 


(123) 


( 124 ) 


Región II (a <r <b) 

Procediendo de la misma manera anterior, escribimos 


165 



2.2.8 Unidad IV: Problemas Resueltos 


u u<-r 

(j) B 2 ■ dí =ju 0 J 7 ■ dS = ju 0 j 7 , ■ dS + (l 0 J J 2 -dS 


(125) 


Reemplazando las densidades de corriente, /,=(»•) y /,= — , considerando que J 2 es 

\r 


antiparalelo a dS , se tiene, 


B 2 2nr = // 0 1 (ocr)27Trdr — ju 0 J — 2 ftrdr 


simplificando por 2 K , escribimos 


u u<-r^.u 

B 2 r = // n aj r 2 dr-jU 0 jB J dr 


(126) 


(127) 


integrando, se obtiene el campo magnético en la región II, 


B 2 =— —aa-jd[r-a ) 
r 3 


Región III (r >b) 


Procediendo de la misma manera anterior, escribimos 


pero 7 3 = 0 , por lo tanto, fi 3 viene dado 


(128) 


r^u u u r^u 

jj B, ■ dí =jU 0 J J -dS = //,, J. 7 , - dS + ju Q J J 2 ■ dS + jU 0 J 7 , • dS (129) 


u u 

jj B , ■ dí =ju 0 J 7 , ■ dS + jU 0 J J 2 • dS 


(130) 


usando los valores de la densidad de corriente, escribimos 


f f P 

B 2 l7Tr = ju 0 J arlftrdr - // 0 J —271 rd r 


(131) 


simplificando e integrando, obtenemos 


B 3 =— -aa 3 -j3(b-a) 
r 3 


(132) 


Nótese que fuera de la distribución de corriente, r > b , el módulo dei campo magnético 

rn 

siempre tiende a cero en la forma — . 

v r 
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9.- Hallar el vector campo magnético B en el punto P , sobre el eje x , creado por un 
alambre muy largo de radio R que lleva una densidad de corriente J = cte que sale de la 
página. Dicho alambre tiene un agujero cilíndrico muy largo de radio a en la posición que 
se indica en la Fig. 9.1 a través de la distancia / y el ângulo 0 



Figura 9.1 Campo magnético creado por una alambre muy largo 
de radio R , con densidad de corriente J, que contiene un agujero 
cilíndrico no concêntrico. 

Solución: 

Este problema no puede ser resuelto usando la ley de Ampere, pero si usamos el Principio 
de Superposición, entonces podemos superponer (sumar) los campos producidos por dos 
alambres muy largos con corriente. A cada alambre por separado se le puede aplicar la ley 
de Ampere. Por lo tanto, el campo magnético resultante É R en el punto P , viene dado por 

la suma (superposición) dei campo magnético producido por el alambre grande B (x ), que 
es función de la densidad de corriente J , más dei campo magnético producido por el 
agujero cilíndrico B ch (x) como si fuera un alambre con densidad de corriente (-/), 

contraria a la densidad de corriente dei alambre grande. El campo magnético resultante 
viene dado por 

B R =B g (x) + B ch (x) (133) 

Como el punto P de observación dei campo está fuera dei alambre con corriente y fuera 
dei agujero cilíndrico, entonces, usando la ley de Ampere podemos calcular el campo 
magnético a una distancia r dei centro de cada alambre. Ya hemos visto en problemas 
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anteriores que el módulo dei campo magnético fuera de un alambre muy largo, viene dado 
por 

B = M ° Ineta (134) 

2 nr 

Este mismo resultado lo aplicaremos al alambre con corriente de radio R y al agujero 
cilíndrico de radio a . En este problema debemos calcular los campos magnéticos 
vectoriales en el punto P , porque los vectores B (x ) y B ch (x ) no yacen sobre una misma 


línea. 

Campo magnético creado por cilindro grande 


B g =B g ê g (135) 

B = M ° Ineta ê (136) 

* 2 nr g 8 

Donde el radio de la Amperiana grande r , vale r g = 2R y donde ê es un vector unitário 

en la dirección dei campo magnético creado por el alambre grande en el punto P . En este 
caso, dado que la corriente sale dei cilindro grande, el vector unitário apunta justo hacia 

arriba en el eje y , porque B g es perpendicular al radio r g en el punto P , es decir, ê = j. 

La corriente neta viene dada por I g = J JdA = JA = JnR 2 , por lo tanto, el campo creado por 

el cilindro grande viene dado por 


B 


B 


H 0 JttR 2 

2n2R 
_ BoJR 


j 


(137) 

(138) 


Campo magnético creado por el agujero cilíndrico de radio a 


B(;h B c h e ch 


(139) 


B 


Po 1 


0 NETA 


ch 


2 nr. 


"ch 


ch 


(140) 


La Fig. 9.2 muestra la dirección dei campo magnético vectorial en función de los datos dei 
problema. La corriente neta que lleva este alambre es 

l„,.=\H)dA = -Jm 2 (141) 
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y apunta en sentido contrario a la comente dei alambre de radio R . El vector campo 
magnético B ch es un vector perpendicular al radio r ch de la Amperiana. 

De la geometria que se muestra en la Fig. 9.2 se obtiene r ch como 

r*=JêR + Í7+ÍÍ d 42 ) 

donde l x = 1 cos 6 y / = / sin 6 . 



Figura 9.2 Campo magnético creado por un alambre 
cilíndrico de radio a y densidad de corriente (-/). 

Nótese que el campo magnético producido por el agujero cilíndrico con densidad de 
corriente negativa (-/), apunta hacia abajo. En cambio, el campo magnético producido 

por el alambre con densidad positiva (/), apunta hacia arriba, como indico más arriba. 

De la Fig. 9.2 se ve que el vector campo magnético B ch se desvia de la vertical hacia abajo 
justo en el ângulo (j ). A partir de esa información podemos obtener el vector unitário è ch en 
la siguiente forma 

ê ch =-sin</>i-cos(/>j (143) 

Nota: También podemos obtener el vector unitário en la siguiente forma alternativa. 
Consideremos un sistema de referencia justo en el centro dei agujero cilíndrico. Entonces el 
vector r ch se escribe 

r ch = r ch (cos - sin </>]) (144) 

La diferencial de este vector es un vector tangente a la curva 
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dr ch = r j-sin (f)d(f)i -cos (j)d(j)j) (145) 

El vector unitário ê ch tangente a la curva, en el sentido de crecimiento dei ângulo <j ), puede 
ser obtenido simplemente como 

= ê ch = -sin <j)i - cos (f) j (146) 

Resultado idêntico al obtenido en (143). 

Con todos los datos anteriores podemos escribir el campo magnético creado por el agujero 
cilíndrico 


dr ~< h 

d Kh 


B 


/V, 


0 * neta 


ch 


2nr, 


"ch 


ch 


(147) 


usando el valor absoluto de la corriente neta I neta = JKa 1 , y usando el vector unitário (146), 
obtenemos el campo magnético vectorial creado por el agujero cilíndrico con densidad 
(-j). 


donde 


B ch ~ 


ju 0 (jira 1 ) 


2ttJ(2R + 1) +/' 


.(-sin^i -cos^j) 


(148) 


sin^ = 




(2 R + lf + l 2 


, cos </) = 


(2 R + l x ) 


p R+iJ+i] 


(149) 


La suma de los campos magnéticos B,, encontrado en (138) y B ch encontrado en (148), nos 
da el campo magnético resultante, 

B R =B g (x) + B ch (x) (150) 

se tiene 


r=L= ■ = (-sin»>i-cos fj) 


2M2R + IY+1 


Reordenando, tenemos finalmente: 


B*=< 


fl 0 Ja 2 sin (f) 

> 7 4 - < 

jU l} JR Rja cos (f) 

2pR + lf+l; 


4 2 p R + l x ) 2 + l 2 y 


(151) 


(152) 
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reemplazando los valores de sin (j) y cos^ dados en (149), se obtiene finalmente el campo 
creado por un alambre con comente que tiene un agujero cilíndrico, 


B d 


H()Jd ly 


jU 0 JR jU 0 Ja 2 (2R + l x ) 

2((2 R + l x ) 2 +l 2 y ) 


4 2((2 R + l x ) 2 +l 2 y ) 


J 


(153) 


10.- Un alambre infinitamente largo lleva una corriente constante /,. Este alambre se ubica 
en el plano de una espira triangular, la cual conduce una corriente I 2 , tal como se muestra 
en la Fig. 10.1. Determine la magnitud y dirección de la fuerza neta ejercida sobre la espira 
por el campo magnético creado por el alambre largo. 



Figura 10.1 Fuerza neta sobre una espira triangular con 
corriente / 2 , ejercida por un alambre largo con corriente /,. 


Solución: 

Calcularemos la fuerza vectorial sobre cada trozo dei alambre, los cuales están numerados 
dei 1 al 3 como se indica en la Fig. 10.1. 

El campo magnético creado por el alambre largo a una distancia r ala derecha de él, viene 
dado por la ley de Ampere 

B = J^L(-k) (154) 

2nx ' ’ 

El signo menos indica que el campo magnético creado apunta hacia adentro de la página en 
la Fig. 10.1. La fuerza magnética sobre un alambre con corriente que está inmerso en un 

campo magnético B ext , viene dada por 

F = l\dlxB ext (155) 
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donde dl es la diferencial de camino en la dirección de la corriente I . En este problema, 
B ext siempre viene dado por la expresión (154). Dado que la corriente que crea dicho 
campo es , B ext queda 

(156) 

Cálculo de la fuerza F í sobre el alambre diagonal numerado con 1, que lleva una corriente 


/ 2 . 


En este caso, el diferencial de camino <://, a lo largo de la varilla inclinada viene dado por 


dl A = dxi +dy j 

Por lo tanto, la fuerza sobre la varilla inclinada viene dada por 

F l =I 1 \dí l xB ext 

Calculemos primero el término dl\ x B ext 

dí\ x B ext = (dx i +dy /jx ^ 1 '^ 1 

2 TCX 


dl X B e =-^± i 
1 " 2kx L 


dx[i xíc^ + dy^jxk^ 


2 n 


dy - dx - 

— i - j 

x x 


La fuerza sobre la varilla inclinada (158), viene dada por 

B(J\h 


F,=h 


J dl t x B e 


2 n 


dy - dx - 

— i - J 

x x 


(157) 

(158) 

(159) 

(160) 
(161) 

(162) 


Pero las variables x e y no son independientes sobre la varilla diagonal, sino que cumplen 
con la relación geométrica, tal como se indica en la Fig. 10.2, 


_ y b 

tan d = — = — 


Por lo tanto, 


v a 


dy = —dx 
a 


(163) 


(164) 
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A 


V 


Figura 10.2 Relación geométrica entre las variables x e y 


Reemplazando (164) en la integral (162), se tiene 

bdx c adx 


Mid d 2 

2 Tta 


p _ /“ O 1 1 2 


J 


F =- 


Md d 2 

2na 


i -7 

dx 


x 

d+a 


(bi-aj) J 


finalmente, la fuerza magnética sobre la varilla inclinada, vale 


F = • 


aFF 

lira 


[bi—a ,/)ln 


<7 + <F 

. d j 


Cálculo de la fuerza F 2 sobre el alambre vertical. 


(165) 

(166) 


(167) 


En este caso, el diferencial de camino vale dl 2 = -dy j, y el campo magnético debe ser 

evaluado en un valor fijo de la coordenada x , a saber, x = d + a. Entonces, el campo 
externo es constante sobre toda la varilla vertical y vale 

-(-£) (168) 


5 _ FoA 

2 7r(d+a) 


La fuerza viene dada por 


F-F| dl 2 x 


Calculemos primero dl 2 x , 

Fxi = ;)x , (-fc) = A,/| 


2^:(í/+í/) 1 ' 2^(j + <3) 

d)l 


dyi 


dU x B,„ =— ro 1 , í/y/ 


2;r(<7 + a) 


(169) 

(170) 

(171) 


La fuerza (169), viene dada por 
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F 2 = I 2 f dl x B = M f' 12 

2 2 2 n{d + a)' 


(172) 


La fuerza magnética sobre la varilla vertical con corriente apunta hacia la derecha 

P 2 = ( 173) 

2 7r(d + a) 

Cálculo de la fuerza F 3 sobre el alambre horizontal 

En este caso, dl } = -dxi , y el campo magnético es variable. La fuerza viene dada por 


I 2 j" dl 3 


Calculemos primero el término dl, x B 


La fuerza (174), viene dada por 


Obteniéndose una fuerza de hacia abajo 


MtJJi + 


(174) 


xB , 

ext 


( dxi)x M ° Il ( k)= M()I ' dx ] 
v ’ lnx K 1 2n X 

(175) 

2 n x 

(176) 

f d BJJi d T dx - 

’ J dl 3 x B ext = A " j 

J 2n ' x 

(177) 


(178) 


La fuerza resultante F R sobre la espira triangular con corriente sometida a un campo 
magnético externo creado por el alambre recto vertical, viene dada por, 


F R - F \ + F 2 + F i 


Reemplazando los resultados obtenidos en (167), (173) y (178), se tiene 


2 na 

reordenando, se tiene, 


2 7r(d+a) 2 n 


_ MoIih b 1 1 1 „ í d+al * , MpIJi d + a 


2 7l (d+a) 


(179) 


F s =&^(-bÍ + aj) Iní— V J—]j (180) 


j ( 181 ) 


Este resultado muestra que se anula la componente vertical de la fuerza, por lo tanto, la 
fuerza resultante actúa sólo en dirección horizontal: 
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fl () l J 2 b 

1 1 ln 

fd +a^| 

2 n 

yd+a) a 

1 

^3 


(182) 


11.- Una espira rectangular se mueve con velocidad v=vi constante saliendo de una 
región de campo magnético B = Bk constante que sale de la página y que está 
homogéneamente distribuido en una región rectangular que se indica con línea punteada. 
Hallar la magnitud de la Fem £ inducida en la espira rectangular e indique en qué dirección 
se mueve la corriente inducida. 
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Figura 11.1 Fem y corriente eléctrica inducida en una espira móvil. 

Solución: 

Se mostrará la solución usando los dos métodos siguientes: a) se calcula la Fem usando la 

ley de Faraday-Fenz £ = ^, y b) usando la definición de Fem: £ = [ É nc ■ dl 

dt J 

a) Calcular la Fem usando la ley de Faraday-Fenz. 

Calculemos el flujo magnético (j) m = J B ■ dÀ a través dei sector de la espira que se encuentra 

dentro de la región con campo magnético. Como B y dA son paralelos y además B es 
constante el flujo queda 

</>,„= BA (183) 

Flamemos x a la sección horizontal de la espira que aún está dentro de la región con 
campo magnético. Entonces, de acuerdo a la Fig. 11.2, A = Lx , es decir, el flujo magnético 
viene dado por: 

</>„,= BLx (184) 
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Figura 11.2 Corrientes inducidas en la espira móvil. 


La Fem inducida, en valor absoluto, queda entonces: 

dfa. _ d(BLx) _ dx 
dt dt dt 


(185) 


y dado que v = 


dx 

dt 


se obtiene la Fem 


e = BLv (186) 

El sentido de giro de la corriente inducida I en la espira es tal, que produce un campo 
magnético inducido que se opone al cambio dei flujo. Cuando la espira está saliendo de la 
región con campo magnético, está disminuyendo el número de líneas de campo magnético 
que la cruzan la espira saliendo fuera de la página, por ello, se genera una corriente 
eléctrica inducida, contraria al movimiento de los punteros dei reloj que genera campo 
magnético que sale hacia fuera de la espira, como se indica en la Fig. 11.2. 


b) Calcular la Fem usando la definición: £ = J É ■ dí 

Consideremos solamente el trozo vertical de la espira que se encuentra dentro de la región 
con campo magnético moviéndose hacia la derecha con velocidad v , como si estuviera 
aislado dei resto de la espira. (Ver Fig. 11.3). Sobre cada portador de carga positivo de esta 
varilla actúa una fuerza magnética dada por: F m = qvxB . Dado que v = vi y que B = Bk , 
el producto cruz vale 

vxB = vixBk = vB(-j) (187) 

Es decir, la fuerza magnética sobre la carga q apunta hacia abajo 

F m =-qvBj (188) 
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x 


> 


Figura 1E3 Fuerza magnética sobre cargas en 
movimiento, pertenecientes a la varilla vertical. 

La fuerza magnética actuando sobre cada portador de carga produce una acumulación de 
carga positiva en la parte inferior de la varilla y una acumulación de carga negativa en la 
parte superior de ella. Esto genera un campo eléctrico E que produce una fuerza eléctrica 
F e =qE , que se opone a la fuerza magnética. Recuerde que, momentáneamente, estamos 
considerando que el trozo de varilla está aislado dei resto de la espira. En el equilibrio 

- - F 

dichas fuerzas opuestas se anulan F m +qE = 0, es decir, E = —— y por lo tanto, cesa el 

q 


movimiento de cargas de un extremo a otro es decir, se 


cumple que É = -(vxfij. 


Cuando esto ocurre, podemos calcular la Fem £ que se produce mediante la definición 

£ = \Édí (189) 

Usando É = -[yxB^ = vBj y dí = dyj , se tiene 


£ = \ (vB])(dyj) = vB\dy (190) 

Haciendo la integración a lo largo dei alambre, desde y = 0 hasta y = L, se obtiene la Fem 
asociada a este trozo de alambre vertical 

L 

£ = vR J dy = vBL (191) 

o 

El sentido de la Fem £ es el mismo que el sentido de la fuerza magnética F m sobre los 
portadores de carga positivos. Esto significa que si conectamos este trozo vertical de 
alambre al resto de la espira, la corriente inducida I circula hacia abajo, es decir, en 
sentido contrario a los punteros dei reloj, tal como vimos en el método anterior. 
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^Qué pasó con la fuerza magnética sobre las otras varillas que forman parte de la espira 
cuadrada?. 

En primer lugar, la fuerza sobre los trozos de varilla que están fuera dei campo magnético 
son cero y la Fem se anula, ya que el campo magnético es cero . Así que sólo debemos ver 
qué ocurre con las varillas horizontales que están dentro dei campo magnético. Dado que 
dichas porciones de varilla se mueven hacia la derecha, la fuerza magnética sobre la carga 
de cada varilla siempre apunta hacia abajo. Entonces la Fem entre los extremos de las 
varillas horizontales se calcula usando la definición de Fem 



(192) 


Pero F m es perpendicular a dl en toda la varilla horizontal, por lo tanto, F m - dl = 0 Esto 

significa que no hay contribución a la Fem debido a ninguna varilla horizontal. En 
consecuencia, la única contribución a la Fem viene dada por la varilla vertical que se 
encuentra dentro dei campo magnético. Por esa razón, la Fem total viene dada por la 
expresión (191), resultado que coincide con el método de la variación dei flujo magnético, 
visto anteriormente. 

12.- Una espira con forma de triângulo rectángulo se mueve con velocidad v = vi entrando 
en una región de campo magnético homogéneo B = Bk que sale de la página de la Fig. 
12.1. Hallar la magnitud de la Fem £ inducida en la espira e indique en qué dirección se 
mueve la corriente inducida. 


v 
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Figura 12.1 Fem y corriente inducida en una espira triangular 
que entra a una región con campo magnético homogéneo. 
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Solución: 

Sea x la parte horizontal dei triângulo que está dentro de la región con campo. El flujo 
magnético vale: (j) m = [ B ■ dÀ . Si consideramos que dÀ sale de la página, entonces B y dÀ 


son paralelos y como B es constante, se tiene 


<t> m =\BdÃ = BA triángulo = B 


f\ 3 
~xy 

J 


(193) 


donde y es la altura dei triângulo rectángulo que está justo dentro de la región con campo. 


y 

Dado que tan a = —, el flujo queda 


1 9 

</>,„ =-x~Btana 


Aplicando ley de Faraday-Lenz 


£ = - 


d( /> m 

dt 


se tiene, 


£- 


à(j> m 

dt 


d_ 

dt 


( JL 


x B tan a 


e - -B tan a 


( dx 3 
x — 

v dt j 


-Bxv tan a 


(194) 


(195) 


(196) 

(197) 


donde v = — es la velocidad con que se mueve la espira entrando a la región con campo 
dt 

magnético. En valor absoluto, la Fem inducida vale 

£ = vBx tan a (198) 

La corriente inducida debe ir en la dirección de los punteros dei reloj para producir un 
campo magnético inducido hacia dentro dei plano, de modo de contrarrestar el aumento de 
flujo hacia afuera, cuando la espira se introduce en el campo magnético. 


Cálculo de la Fem usando la fuerza magnética sobre una carga móvil. 

La fuerza magnética sobre una carga q que pertenece a la varilla horizontal o a la varilla 

| /V /V 

inclinada, que se mueve con velocidad v = vi en el campo magnético B - Bk , viene dada 
por, 
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F m = qvxB = q{\’i )xfií = -qvBj (199) 

Por lo tanto, la fuerza magnética siempre apunta hacia abajo. 

En el equilibrio, el campo eléctrico equivalente que actúa sobre la carga q viene dado por 

Ê = - F ^ = vBj (200) 

q 

Cálculo de la Fem producida por la varilla horizontal: 

La diferencia de potencial a lo largo de la varilla horizontal vale cero, porque el campo 
eléctrico É = vBj y el desplazamiento dl = dxi a lo largo de la varilla horizontal son 
perpendiculares, es decir, 

b b 

^horizontal = “J ( vB j) ' (<&* ) = X ’ Bdx ( J ' * ) = 0 ( 2 01) 

a a 

Cálculo de la Fem producida por la varilla inclinada: 



Figura 12.2 Fuerza magnética sobre la varilla inclinada. 

En la Fig. 12.2, se muestra la fuerza sobre una carga en el alambre inclinado. Ya sabemos 
que la fuerza siempre apunta hacia abajo F m = -qvBj . Esta fuerza se puede descomponer en 
una fuerza F m t , perpendicular al alambre inclinado, que producirá una Fem igual a cero y 
una fuerza F m ,, que apunta justo hacia abajo a lo largo dei alambre inclinado que producirá 

movimiento de cargas. Esto implica que la Fem inducida apunta hacia abajo a lo largo dei 
alambre, es decir, la corriente inducida va a favor de los punteros dei reloj. Este resultado 
coincide con el resultado obtenido por la ley de Farady-Lenz. 

A lo largo de la varilla inclinada (ver Fig. 12.2), el vector desplazamiento dl que apunta 
hacia arriba dei plano, vale dl = -dxi + dyj . El campo eléctrico viene dado por la expresión 
(200), É = vBj , luego, la Fem vale 
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£ = -Jü • dí = - J ( vBj ) ■ dxi + dyj} (202) 

£ = | vBdy = (203) 

y 

De acuerdo a la Fig. 12.2, tan a = —, luego, y = x tan a , y la Fem queda: 

x 

£ = vBx tan a 

Esta Fem apunta hacia abajo dei plano inclinado. Este resultado es el mismo resultado 
obtenido usando la ley de Faraday-Lenz. 

13.- Calcular la fem £ inducida y la dirección de la corriente l i inducida en una espira 
triangular con catetos de lados a y b, que se mueve con velocidad constante alejándose de 
un alambre infinitamente largo con corriente constante / . 

A 



Figura 13.1 Fem inducida en una espira triangular que 
se mueve hacia la derecha con velocidad v. 

Solución: 

Usaremos dos métodos diferentes para calcular la fem £ inducida en la espira cuando se va 
alejando dei alambre largo con corriente I. 

Método a): Calculamos la fem £ inducida a través de la expresión: £ = - —^. Primero 

dt 

calculamos el flujo magnético <f\ n =^B dS a través de la espira triangular y luego 
tomamos la derivada temporal. 

Método b): Calculamos la fem £ inducida a través de la expresión: £ = (j ]É-dl . La 
integral cerrada se separa en tres integrales, cada una sobre un segmento de alambre recto 
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que forma la espira triangular. Primero calculamos la fuerza magnética sobre una carga dei 
alambre, después obtenemos el campo eléctrico inducido y finalmente calculamos la fem £ 
inducida. 

Nota: En el método a) calcularemos todo en valor absoluto y luego por análisis físico 
determinaremos la dirección de la fem inducida £ y la dirección de la corriente inducida 

h- 

Cálculo de la Fem por el método a). 

En primer lugar calculamos el flujo magnético <j> m a través de la superfície dei triângulo 

</>,„= \ BdS (204) 

La Fig. 13.2 muestra el área diferencial que interviene en el cálculo de la Fem inducida. 



Figura 13.2 Área diferencial para calcular el flujo magnético. 


En el triângulo de la Fig. 13.2 hemos dibujado un área diferencial de módulo dS = y'dx , 
que se encuentra a la distancia [x + x) dei alambre que crea el campo magnético sobre la 

espira y que le produce un flujo magnético variable. A esa distancia, el módulo dei campo 
magnético justo sobre el área diferencial vale 


B = 


Mo I 


(205) 


2 ^(.\' + /) 

Si consideramos que el diferencial de superfície dei triângulo entra en la página, los 
vectores B y dS son paralelos, es decir, BdS = BdS . Reemplazando (205) en la integral 
(204), tenemos 


x'=a 

[ B ■ dS = \ B dS = í 

( T S 

Mo 1 

J J J 

x'=0 

27t{x + x ') J 


y'dx' 


(206) 
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Hagamos el siguiente cambio de variable u = x + x , entonces, du = dx , pues para la 
integración sobre el área dei triângulo, sólo se necesita la variable x 


è 

T m 


jU {) I r ,du 


2 n 


y 


(207) 


Además, mirando la Fig. 13.2 vemos que existe una relación entre las variables y y x 
dada por 


_ b y 

tan 9 = — = ^-r 


a x 


Reemplazando en la integral (207), nos queda 

jU 0 I r x tan 0 du 


m 17T J 


Pero x = u - x , luego 


é = 

t m 


_ HqI tan 6 f (a - x)du 


2 n 


_ //,)/ tan d 
In 


■f 


r , r du A 
I du — x I — 

v U ) 


Integrando, obtenemos 


<t>m = ^ 0 ^ tan 6 (u-x ln(u)) 
l7C 


Volviendo a la variable original y usando los limites: x = 0 y x' = a , tenemos: 

<t> m = ^ 2^ 0 l X + x '~ x ln ( x + x % 

Finalmente, el flujo magnético a través de la espira, viene dado por, 


è 

T m 


jU 0 I tan 6 


2 n 


a-x ln 


x + a 
V X J 


(208) 

(209) 

( 210 ) 
( 211 ) 

( 212 ) 

(213) 

(214) 


Ahora que ya tenemos el flujo magnético, podemos calcular la Fem inducida, usando la 

d( t> m 


definición £ = -- 


dt 


1 

1 

1 

// 0 /tan# d 

dt 

dt 


a-x ln 


4 x + a ^ 


(215) 


derivando 


ju {) I tan 6 

ln 

f x + a 

dx 

_L V 

( x \ 

f-a) 

dx 

2n 

1 x ) 

T yi 

dt 

y x + a j 

y x 2 J 

dt 


(216) 
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dx 

Pero — = v , es la velocidad con que se mueve el triângulo hacia la derecha 
dt 


e _ Mo v I tan 6 


ln 


ln 


fx+a^ f 


\ x 


a 

v x + a j 


(217) 


Usando tan 6 = —, nos queda finalmente 
a 


£ = £ 




2na 


ln 


bx+a^ f 


\ x 


a 

\x + a j 


(218) 


Dado que el flujo magnético que entra en la espira es cada vez menor a medida que la 
espira se aleja hacia la derecha, se genera una corriente inducida l i que crea un campo 
magnético hacia adentro dei triângulo, para evitar la pérdida de flujo magnético hacia 
adentro de la espira, por lo tanto, la corriente inducida I debe ir en la dirección dei 
movimiento de las manecillas dei reloj analógico. 


Cálculo de la Fem £ por el método b). 

Los vértices dei triângulo se rotulan con los índices P,Q,R, como se muestra en la Fig. 
13.3. Calcularemos la Fem £ usando la integral 

£ = j)Édl (219) 

siguiendo la trayectoria triangular PQRP , como se muestra en la Fig. 13.3: 

Q 

R 

Figura 13.3 Cálculo de la Fem usando la fuerza magnética 
sobre cada segmento de la espira triangular. 



Para calcular la integral (219), separaremos la integral cerrada en tres integrales 

Q R Q 

£ = j)É-dí = \ÉdI + \Édl+\Édl (220) 

P Q R 

Cada integral es equivalente a calcular la Fem en cada segmento, por lo tanto podemos 
escribir 
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£ £ P q + £q R + £ RP ( 221 ) 

Cálculo de la Fem e PQ en el segmento PQ. 

El problema se reduce a calcular la Fem inducida en un alambre inclinado un ângulo 0 que 
se mueve alejándose con velocidad v dei alambre infinitamente largo que lleva corriente 

constante I . Esta corriente crea un campo magnético B = —Bk (indicado con el símbolo 
®) que entra en el segmento PQ. 



Figura 13.4 Fem de movimiento £ PQ , generada por un trozo de 
alambre inclinado, que se mueve con velocidad v hacia la derecha. 


Sobre la carga q dei alambre se ejerce una fuerza magnética F m = qvxB , donde v = vi y 
el campo magnético B = B(-k ), entra en el plano de la Fig. 13.3. Reemplazando, se tiene 

F m =qvixB(-k) (222) 

F m = qvBj (223) 

es decir, F m apunta justo hacia arriba, como se muestra en la Fig. 13.3, haciendo un ângulo 
K 

(j) = --6 con el alambre inclinado. Esto implica que hay una componente de la fuerza F m 

apuntando justo hacia arriba a lo largo dei alambre, la cual obligaría a los portadores de 
carga positivos a moverse también hacia arriba. En consecuencia, la Fem inducida e PQ en 

este segmento apunta hacia arriba dei alambre, es decir, en dirección de P —> Q. 

El campo magnético en el punto donde está la fuerza magnética viene dado por 

B=*L(-k) (224) 

2 nr 
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donde r viene dado por, r = x + l cos 0 . Mientras el alambre inclinado se está moviendo, la 
componente F, de la fuerza magnética a lo largo dei alambre viene dada por, 

F t = F m cos </> = F m sin 9 (225) 

Esta fuerza magnética hace que las cargas positivas se muevan hacia el extremo rotulado 
por Q y que en el extremo rotulado con P , se acumule la carga negativa. Esta separación 

de cargas genera un campo eléctrico estático E creciente que se opone a la dirección de la 
componente de la fuerza magnética a lo largo dei alambre F t . Al llegar al estado de 
equilibrio en que la fuerza neta se hace cero, y se cumple que 

qÉ = -F l (226) 

Por lo tanto, se igualan en módulo, la componente de la fuerza magnética F l con la fuerza 
eléctrica qE a lo largo dei alambre (ver Fig. 13.5), es decir, se cumple que qE = qvBúnO , 
de donde obtenemos el campo eléctrico 

E = vB sin 6 (227) 



Figura 13.5 Campo eléctrico inducido E que genera una 
fuerza eléctrica que se opone a la fuerza magnética. 

Q 

Entonces, en valor absoluto, la integral J É ■ dl queda 

p 

Q 

£pq = J vB sin 9 dl (228) 

p 

donde 

B = ^- = - thL - (229) 

Inr 2 7T(x +1 cos 6) 

reemplazando en la integral (228), se tiene, 
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_// 0 /vsin#j- dl 

£ pq ~ 


f a 

0 ( A +l < 


2n - (x +1 cos 0) 


Integrando, se obtiene la Fem £ 


PQ 


uJv sin 6 , 

e D n=— -ln 


'PQ 


2/TCOS# 


X + lc OS0 


\ X J 


Finalmente, 


PQ 2n 


( l \ 

1 +—cos# 

V a ) 


Pero l cos 6 = a , luego podemos escribir 


i„ 


'PQ 


2 71 


f a ^ 

1 + - 

V A 2 


Esta Fem apunta hacia arriba dei plano inclinado. 


(230) 


(231) 


(232) 


(233) 


Cálculo de la Fem e QR en el segmento QR . 

En este caso se trata de un alambre vertical que se mueve hacia la derecha con velocidad v . 


Q 

K, 

B <S>—► v 

R 


Figura 13.6 Fem £ QR creada por un alambre vertical 
que se mueve hacia la derecha con velocidad v. 


Fa fuerza magnética es estrictamente vertical F m =qvxB = qvBj , es decir, la fem e QR 
apunta hacia arriba en la dirección R —> Q. Como vimos antes, en el equilibrio, obtenemos 
un campo eléctrico que apunta hacia abajo y de magnitud tal que la fuerza resultante se 
anula, es decir, É = -vBj. 

Usando este campo eléctrico, calculamos el módulo de la fem e QR a través de la integral 

R 

£ qr =\Êdí (234) 

Q 
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pero en este tramo, dl = —dyj porque apunta hacia abajo, luego 

b 

e QR = J (-vBj)(-dyj) (235) 

0 


b 

£ qr = J vBdy (236) 

o 

En esta trayectoria vertical de R —» Q , el campo magnético B no depende de la variable y 
de integración, y viene dado por 

B = —^— (237) 

2 7r(x + a) 

Dado que B es constante para la integración, la Fem e QR dada por (236), viene dada por 

£ QR =vBy\ h Q =vBb (238) 

reemplazando el valor de B , la fem £ QR viene dada por, 


£ Q r = v Bb = 


M,A’ h 

2 Jt(x + a) 


(239) 


Esta Fem apunta hacia arriba. 

Cálculo de la Fem £ RP en el segmento RP : 

En este caso se trata de un alambre horizontal que se mueve hacia la derecha con velocidad 
v. Fa fuerza magnética de nuevo es vertical hacia arriba. 

F m = qvxB = qvi xB [-k ) = qvBj (240) 


P 



R 


Figura 13.7 Fem £ RP creada por un alambre horizontal 
que se mueve hacia la derecha con velocidad v. 

En este caso la fem £ KI , vale cero, porque É = vBj y dl - -dxi son perpendiculares entre sí 

p p 

£ rp = | É ■ dl = J vBj ■ dx(-í) = 0 (241) 

R R 
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£ S p=0 (242) 

Por lo tanto, la Fem resultante viene dada por 

£ = £ P q+£qr+£ rp (243) 

Pero ambas Fem apuntan hacia arriba, es decir, tienen sentidos contrários sobre la espira 
triangular. Esto significa que deben restar los efectos de las Fem. Dado que la Fem £ PQ es 

mayor que la Fem £ QR , escribimos, 


£ £ P q £q R (244) 

Reemplazando los valores obtenidos, se encuentra la Fem inducida sobre la espira de forma 
triangular que se mueve en el campo magnético creado por un alambre muy largo 


£ = 


Mjv b 

Ikü 


ln 



Mo Ivb 
2 7C(x + a) 


(245) 


Este resultado coincide con el resultado encontrado en (218) usando el método a). Además, 


la dirección de la fem £ resultante, indica que la corriente eléctrica inducida debe fluir en 


la dirección: P —> Q —> R —> P , tal como vimos usando el método a). 
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2.3.1 Unidad I: Solucionado de Pruebas 


Equation Chapter 1 Section 1 

Primera Prueba de Cátedra 
Electromagnetismo FI-604 
Semestre de Otono 2014 


1. Se tiene una distribución cilíndrica de carga formada por dos regiones de diferente 
densidad volumétrica de carga p A y p B , aunque ambas son constantes. El cilindro de 

carga es muy largo. La densidad p[r ) viene dada en la siguiente forma 


p( r ) = < 


Pa 

Pb 

0 


0 < r < a 
a<r <b 
r>b 


a) Calcule el campo eléctrico É(f) como función de r en cada una de las tres 
regiones dei espacio: Región I(0<r<«), Región II (a < r < b ), Región III ( r > b ). 

b) Calcule la diferencia de potencial AU b0 (r) = U b (r)-U 0 (r), entre el borde externo 
r = b dei cilindro y su centro r = 0. 


z 



Solución: 

a) Calcule el campo eléctrico E(r) como función de r en cada una de las tres regiones 
dei espacio: Región l(0<r<a), Región II (a < r < b ), Región III ( r > b ). 
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Dado que cilindro es muy largo, podemos aplicar la ley de Gauss. Consideremos una 
Gaussiana de radio r y largo L . 

j)É-dS= J É-dS + J ÉdS + J E-dS = q " e,ae " cerrada 

tapai tapa2 manto ^*0 

El campo eléctrico de la distribución cilíndrica sale de manera perpendicular a su eje de 
simetria y por lo tanto, es paralelo a la diferencial de superfície dS dei manto cilíndrico, es 
decir, E ■ dS nianto = EdS . En cambio, sobre las tapas É es perpendicular a dS mpa , por lo 

tanto, E ■ dS tapa = 0, y las dos primeras integrales se anulan. La ley de Gauss queda 
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simplificando se obtiene el campo en la región I: 


E, = 0 <r<a 

2e {) 

Región II (a < r < b ): 

Aplicando (1.1) para una Gaussiana de radio a < r < b , se tiene 


EIttvL - — q. 


2nLp A 


2nLp K 


neta encerrada 


st; 

J rdr 


E2r = —p A a 2 + — (r 2 - a 2 ) 

r* r* ' ' 


simplificando y reordenando, se obtiene el campo eléctrico en la Región II: 

E 2 =^~ {p A -p B ) — + p B r , a <r <b 


Región III (r >b): 

Aplicando (1.1) para una Gaussiana de radio r > b, se tiene 


E2/rrL — — q 


neta encerrada 


lKLpA j rdr + 2kL Pb j rdr + _L j p( r )dV ci 


pero p(r) = 0 para r > b. por lo tanto, la última integral se anula. Simplificando se obtiene 
el campo eléctrico en la Región III: 

E 3 =~ ] —[{p A -p B )a 2 +p B b 2 ] (1.4) 

z£ 0 r 

b) Calcule la diferencia de potencial AV b0 (r) = V b (r) - V 0 (r), entre el borde externo r = b 
dei cilindro y su centro r = 0. 

o 

La diferencia de potencial viene dada por AV^ = - J É ■ dí . Pero para ir desde r = b hasta 

b 

r = 0 hay que cruzar dos regiones de distinto campo eléctrico, luego debemos escribir 

0 a 0 

A V b0 = -jÉ-dl =-J É 2 -dl-\É l -dl 


Haciendo los productos punto y usando los dr , escribimos 
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u u 

Ay èO=-j £ 2 rfr -j £ A 


reemplazando los campos £j y E 2 , obtenidos en relaciones (1.2) y (1.3), respectivamente, 
se tiene 

a i f „2 A 


A ^>0 J ~ (/L Pfi) _ Pb T dl J 


oí „ A 

Pa^ 


fc 2f o V 


2f, 




o y 


reordenando 


AP. 


'-O 


fco ' 


v 2í> o y 


( Pa ~ Pb )■ a 2 jí — + Pb j rdr + Pa { rdr | 


integrando, se obtiene la diferencia de potencial: 


AV fe0 = 


f 1 ^ 


v 2f o y 


í b \ 


(. P A -P B ) a 2ln - +j v(^ 2 -« 2 ) 


I + —a 2 


W 


(1.5) 


2. Se tienen dos varillas cargadas dispuestas horizontalmente, tal como se muestra en la 
figura. La varilla de la izquierda de largo L tiene densidad lineal constante 
Ã, - Ãg = cie , y la varilla de la derecha de largo 3 L tiene una densidad lineal Z, dada 

por À 2 = j3x, donde (5 = cte . Ambas varillas están separadas una distancia a. 

a) Calcule el campo eléctrico producido por la varilla de la izquierda a una distancia 
x> L sobre el eje x , es decir, justo en la región donde se encuentra la varilla de la 
derecha. 

b) Calcule la fuerza eléctrica resultante ejercida por la varilla de la izquierda sobre la 
varilla de la derecha. 

y 

A 


i .i 

La 3 L 


Solución: 

a) Calcule el campo eléctrico producido por la varilla de la izquierda a una distancia x > L 

sobre el eje x , es decir, justo en la región donde se encuentra la varilla de la derecha. 
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El campo eléctrico viene dado por É(r ) = J 
referencia en el origen dei sistema (x, y). 


kdq ir - r') 

—;-—— . Se elige el origen dei sistema de 


\r — r 


y 

a 


dq' 



El diferencial de carga viene dado por dq' = À 0 dx ,. Además, según la figura, los vectores r 
y r , vienen dados por r = xi y r = x . Luego, (r — r') = (x — x')i, y el campo eléctrico 
queda 


1 

V 

Ai 

■/) _ , 

p k\dx' - 

J 

x —xl 

| 3 

í ^ 

(x-x ) 


en módulo, el campo eléctrico queda 

dx 


E (x) = kÀ 0 J 


=0 (x — X ) 


,, 2 k K 


f , 


(x — x) 


= k /L 


1 1 


A'=o 


X — L Xy 


Finalmente, el campo eléctrico en la región donde está la segunda varilla viene dado por 


E (x) = kÀ 0 


x-L x 


(1.6) 


b) Calcule la fuerza eléctrica resultante ejercida por la varilla de la izquierda sobre la varilla 
de la derecha. 
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('XJ +(7 A 

F = kÃ 0 j3L ln - (1.8) 

V a ) 

3. Considere una lâmina plana de carga en la forma que se muestra en la figura. Los 
círculos tienen radio interior a y radio exterior b, y la densidad superficial de carga 
oc 

vale <7 = —, donde CC es constante. En el punto P , a una distancia z sobre la lâmina, 
r 

calcule, 

a) el campo eléctrico E[r ) 

b) el Potencial electrostático V(r). 
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z 



Solución: 

Cálculo dei campo eléctrico E(r). 

Consideremos un elemento diferencial de carga dq que se encuentra ubicado en la placa 
en un elemento diferencial de superficie dS . 

z 



dq' 


f a ^ 


Dado que o - -, se tiene que dq = odS . Pero <7 = — , luego, dq = 

dS \ r J 


( oC 


V rj 


dS. El 


diferencial de superficie de la placa viene dado por dS = dsdr = (rdd)dr (ver figura más 
arriba). Por lo tanto, dq queda dq -adrdd. La variable r varia desde r = a hasta r = b, 
y la variable 6 varia desde 6 = 0 hasta 6 = 27T. 

Los vectores r y r vienen dados por r = zk , r' = rcos0i +rsinôj. Con esos valores se 
tiene 
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r-r 


r 2.2 

r-r = Vr +z 


r' = cos Oi -rsinOj + zk^j, 

Reemplazando en la expresión dei campo eléctrico É{r ) = J ^ ^ 


, obtenemos 


r - r 


É(f) = j 

separando integrales 


kdq (r -r') j kadrdO^-r cos Oi -rsinOj + zk^j 


\r - r 


(r+z 2 )' 


É{r) = -ka J 


rdr cos OdOz 


-kaj 


rdr sm OdO - 
J + 


(r 2 + z 2 Y 2 (r 2 + z 2 ) 


kazj 


drdO 




(1.9) 


Las integrales sobre 0 y sobre r se pueden hacer por separado. Sin embargo, las dos 
primeras integrales sobre la parte angular valen cero, es decir, 


2 71 2 71 

J cos OdO = J sh\0d0-0 


0 0 

Por lo tanto, las dos primeras integrales de la relación (1.9) se anulan. En consecuencia, el 
campo eléctrico sólo tiene componente z 


É(r) = kaz^ 

Integrando la parte radial, se tiene 

£(?) = 

z 

Cálculo dei potencial eléctrico V(r). 


drdO 


(r 2 + z 2 y 


Inkcc 


-k = 2 zrkazj 


dr 


(r + z 1 ) 2 


\[b 


2 . 2 / 2 . 2 

+ z da +z 


( 1 . 10 ) 


kdq rkadrdO 


r-r - 1 r-r 


, . r Kciq r 

El potencial viene dado por V(r)= I ——— = 

J Ir — r I J 

anteriormente, escribimos 


. Usando los datos calculados 


V(r) = ka J 


-b 7 2 n 

ar 


+ - 


\d9 


r = b r , , - v-i* 

V(r) = 2 ftka J , = 2 TCka ln2 y\Jr 2 + z 2 + rj 

t V ^ ~ 


I 2 . 2 

r=« Vr +z 


V(r) = 2zrka ln [Yb 2 + z 2 H-èj-lníVi 


a 2 + z 2 +a 


( 1 . 11 ) 
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Formas alternativas de resolver el problema 
Cálculo dei campo eléctrico a partir dei potencial. 

Calculemos ahora el campo eléctrico a partir dei potencial usando la relación 


-, , dV(z) _ , d 
E(z) = -— = -2 Kka — 

dz dz 


lb 2 + z~ +bj -ln^ 


/ 2 . 2 . 

1 a +z + ct 


É(z) = -27rkaz 


|\ Jb 2 + z 2 +b^\Jb 2 + z 2 + z 2 +oj \la 2 + z 2 


( 1 . 12 ) 


Amplificando arriba y debajo de cada término, podemos lograr la misma forma dei campo 
eléctrico obtenida antes. 

i^b 2 + z 2 +b ) jyjb 2 +z 2 {^b 2 +Z 2 -b j z 2 yjb 2 +Z 2 

1 {^ja 1 + z~ -aj la 2 + z 2 -aj 


2 . 2 

Cl + z —ci 


la 2 + z +a)\a 2 + z \ a 2 + z 2 - a) z \Ja~ + z~ 


Reemplazando estos resultados en (1.12), se tiene, 


É(z) = -iTzkaz 


Jb 2 + z 2 -èj |V« 2 + z 2 -aj 


z 2 \b 2 + z 2 z I 'Ja 2 + z 


2 / 2 , _2 


s/ \ 2^-to 

£(*) =-n=r 

z \lb~ + Z 


/ 2 . 2 
+ z 


E(Z): 


Ixka 


!b~ + z \a +z~ 


(1.13) 


Este resultado es idêntico al obtenido usando la ley de Coulomb en relación (1.10). 


Cálculo dei potencial a partir dei campo eléctrico. 


r 

El potencial viene dado por V (r) = - J É cíí . 


Usando el campo (1.13), se tiene 
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r r 

V(z) = -J Edz = -\- 

ref ref 


V ( z ) = -271ka 


Inkcc 


\[b 


2 . 2 / 2 . 2 

+ z da +z 


dz 


f bdz | 

• adz 

z^Jb 2 + z 2 

Z\la 2 + z 2 _ 


V(z) = -27rka \n(bz)-ln^2^b\Ja 2 + z 2 + & 2 jj _ ln(az) -In^l^ayf 
Reordenando se obtiene el mismo resultado que la expresión (1.11) 

V(r) = 27rka ln {\jb 2 + z 2 +/?j-ln|V« 2 + z 2 + 


la 2 + z 2 +a 2 


(1.14) 
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Solucionado 

Primera Prueba de Cátedra 
Electromagnetismo FI-604 
Semestre de Primavera 2014 


1. Se tiene una distribución de carga cilíndrica muy larga, de radio R , con densidad 
volumétrica de carga p = cte. En la posición que se muestra en la figura existe un 
agujero esférico de radio R . Calcule: 

a) el vector campo eléctrico resultante É R = E R J + E R j en el punto P (x, y). 

b) La diferencia de potencial electrostático entre el punto P y la superfície dei 
cilindro. 



Solución. 

Usaremos el principio de superposición de los campos creados por un cilindro muy largo de 
radio R , lleno de carga positiva, y una esfera de radio R llena de carga, pero con signo 
negativo. 


Campo eléctrico creado por el cilindro: 

Para calcular el campo eléctrico en el punto P , usaremos una Gaussiana cilíndrica de radio 
v que pasa justo por el punto P . Aplicando ley de Gauss, se tiene: 

É-dS =^ = — \pdV cil (15) 

£ 0 £ 0 
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Dado que p = cte , y que dV cU - 2 xLrdr , y dado además que E es paralelo a dS manto y a 


que 


: cte sobre el manto cilíndrico, se tiene 

x A R 

EldS mi ,„=-j/>2rLr<lr 


(16) 


0 "0 0 

La integral sobre el volumen se hace sólo hasta r = R , ya que la carga sólo existe hasta ese 
punto. Además, sabemos que dS manto = IxLdr , luego, 


L'j 271 Ldr = IY jr 


(17) 


0 ‘■'0 0 

Finalmente, el módulo dei campo eléctrico producido por el cilindro lleno viene dado por: 


"cil 


pR 2 

2e 0 x 


(18) 


Dado que la carga dei cilindro es positiva, el vector É cil justo en el punto P , viene dado 
por 


É í 

cU o 1 
2£ q X 


(19) 


Campo eléctrico creado por la esfera con carga negativa: 

El campo eléctrico fuera de una esfera es igual al campo creado por una carga puntual igual 
a la carga de la esfera q esf , es decir, 

Z? _ Qesf 


esf 


A7T£ Q d 


( 20 ) 



En este caso d es la distancia dei centro de la esfera al punto P , y viene dada por. 
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d 


+{y+R ) 


( 21 ) 


4 tu R- ^ 

La carga de la esfera viene dada por q esf = pV esf = p -. Por lo tanto, el módulo dei 


campo eléctrico creado por la esfera vale 


E, = 


pR 3 

3 £ 0 d" 


( 22 ) 


Dado que el agujero esférico se puede considerar como una esfera llena con carga negativa, 
el vector campo eléctrico de la esfera E esf apunta hacia el centro de la esfera a lo largo de 
la línea de largo d . 



El vector E esf hace un ângulo 6 hacia abajo dei eje horizontal, tal como se muestra en la 
figura. Este ângulo es conocido 

x (y + R) 

cos# = —; sin # = —-(23) 

d d 

Usando d , el vector E esf , se puede escribir como 

Eesf = ~ E es f cos Oi — E esf sin 0 ] (24) 

Usando (23), se tiene 

É„,=~{ x ‘+(y + R)j) ( 25 ) 

Reemplazando el modulo E esf dado por (22), se tiene 

È '‘ f = - í $ f ( xl+{y+R)] ' 1 (26) 

Usando el valor de d dado por (21), tiene finalmente el vector campo eléctrico de la esfera 
en el punto P : 
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E esf = --- y(*i+(y + R)j) (27) 

3e^ + (y + Rf) Á 

El vector resultante de la superposición de los campos creados por el cilindro y el agujero 
esférico queda de la siguiente forma: 

E R = É cil +É esf (28) 


Reemplazando los campos obtenidos en (19) y (28), se tiene el resultado final 


E r = 


f pR 2 p 

f 

+ 

{2£ 0 X y 

V 


pR 3 


(x 2 + (> + /?) 2 ) / 


-(xi + (y + R)j) 


3e, 


Reordenando, se obtiene el vector campo eléctrico resultante: 


(29) 


E r = 


pR 2 


pR 3 x 


2£ ° X 3e n 


(x 2 +(y + R) 2 ) } 


pR 3 (y + R) 


3s 0 [x- +{y+R) ) 


(30) 


b) Calculo de la diferencia de potencial entre el punto P y la superfície dei cilindro 


R 

La diferencia de potencial viene dada por AV = —jÉ-dí. Como la diferencia de potencial 


electrostática no depende de la trayectoria seguida entre los puntos, elegimos viajar desde 
P hasta R , el borde dei cilindro, a lo largo dei eje X , usando una trayectoria hacia el 

origen, es decir, hacemos dl = -dxi . Entonces el producto punto entre É y dl queda: 

É ■ dí = É ■ ( -dxi ) = -E x dx (31) 


donde E x es la componente x dei campo eléctrico resultante dada por (30), luego, 


Edl =- 


pR 2 

2e n x 


pR 3 x 


3 f o(■*" +{y + R) ) 


dx 


(32) 


Entonces la diferencia de potencial queda 


AV=| 


pR- 


pR 3 x 


le ° X 3 e„{x*+(y + Rf)' 


dx 


(33) 


204 



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo 


AU = 




dx 


(34) 


Integrando, obtenemos la diferencia de potencial pedida: 


pR 2 f 

AV =——ln 


2e n 


R \ + pR 3 

\xj 


3£n 


R 2 +{y + R ) \jx~ + (v + R ) 


(35) 


Equation Chapter (Next) Section 1 

2. Sobre las regiones metálicas esféricas mostradas en la figura, se distribuyen las cargas 
que se indican. La esfera metálica interior de radio a es maciza y tiene una carga Q' 1 . 
El cascarón metálico tiene radio interior b y radio exterior c , y tiene una carga 2Q { '' 
en su superfície. Entre los metales no existe carga. 



a) Hallar, como función de la distancia radial r , el campo eléctrico en todas las 
regiones. 

b) Calcule la diferencia de potencial AV ab = (V b —V a ), entre la esfera interior y el 
cascarón metálico exterior. 

Solución. 

a) Hallar, como función de la distancia radial r , el campo eléctrico en todas las regiones. 
Calcularemos el campo eléctrico en cada región usando ley e Gauss. Sin embargo, sabemos 
que el campo eléctrico vale cero dentro de los metales en el caso estático. Por lo tanto 
calcularemos sólo los campos en las regiones II y IV . 

Las regiones vienen definidas de la siguiente forma: 

7:0<r<a; II:a<r<b; III:b<r<c; IV:r>c (1) 


205 



















2.3.1 Unidad I: Solucionario de Pruebas 



IV 


Región 1 :0 < r < a : dentro dei metal. 

Dentro un metal el campo siempre vale cero. En este caso no existe carga al interior de la 
superfície metálica, por eso no existe campo eléctrico, luego, 

£,=0 ( 2 ) 


Región II: a < r < b : entre los metales. 


Usamos una Gaussiana esférica de radio a <r <b que encierra a la carga negativa Q { ’. La 
ley de Gauss queda 


j)ÉdS=— (3) 

Dado que la carga de la esfera metálica interior es negativa, el campo eléctrico en esta 
región apunta radialmente hacia el centro de la esfera. Sin embargo, la diferencial de 
superfície sobre la esfera Gaussiana apunta radialmente hacia afuera, luego, el producto 
punto resulta negativo, es decir, EdS = -EdS . Reemplazando en (3), se tiene 



(4) 

(5) 


Sobre la Gaussiana, el módulo dei campo eléctrico es constante, luego no depende de la 
superfície y se puede sacar dei signo integral. 

ES = — (6) 


La superfície S de la esfera de radio a<r<b, vale S = \k r . Reemplazando en (6), se 
tiene el campo eléctrico en la región II : 
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Q 


4 7l£ 0 r 


Vectorialmente este campo apunta radialmente hacia el centro, luego 

Q * 


e 2 =■ „ 

4 7T£ 0 r~ 


donde è r es el vector unitário que apunta radialmente hacia fuera. 


(7) 

( 8 ) 


Región III :b <r <c : dentro dei cascarón metálico. 

Dentro un metal el campo siempre vale cero. En este caso, la carga neta al interior de la 
superfície Gaussiana es la suma de la carga de la esfera interior, más la carga inducida en el 
cascarón metálico, la cual es de igual magnitud, pero de signo opuesto que la carga de la 
esfera interior. Por lo tanto, la carga neta encerrada en la Gaussiana es cero. En 
consecuencia, el campo eléctrico se anula al interior dei cascarón metálico, luego, 

E 3 =0 (9) 

Región IV :r>c : fuera de la distribución de cargas. 

Usamos una Gaussiana esférica de radio r>c que encierra a la carga negativa Q [ ) más la 
carga positiva 2 Q {+) . En consecuencia, la carga neta encerrada vale q neta =-Q + 2Q -Q . 


La ley de Gauss queda 


j)ÉdS = 


-Q + 2Q Q 


( 10 ) 

Dado que la carga neta es positiva, el campo eléctrico en esta región apunta radialmente 
hacia fuera, el módulo dei campo eléctrico en esta región IV , vale, 

Q 


E = 

4 4ne^r í 

Vectorialmente este campo apunta radialmente hacia afuera de las esferas, luego 

* Q ~ 


( 11 ) 


4 7T£ 0 r 


2 r 


( 12 ) 


donde ê r es el vector unitário que apunta radialmente hacia fuera. 


b) Calcule la diferencia de potencial entre la esfera interior y el cascarón metálico exterior. 
La diferencia de potencial entre la esfera interior de radio a y el cascarón exterior de radio 
b , viene dada por 
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u u u 

AV =-\É 2 - dl = -j£ 2 ■ JF = -J Ê 2 -(ê r dr) 


(13) 


Si viajamos a lo largo de una línea radial desde a hasta b , escribimos dl = dr = ê r dr: 
Reemplazando el valor dei campo eléctrico É 2 en la región II , se tiene: 

u / ^ \ 


Al/ =-J 


4Tte^r r j 


\ê r df) 


AV 


AV = 


Q_\[dü 


V 4 ^o 


í Q 1 

z-iY 


V r J a 


Finalmente, la diferencia de potencial pedida vale: 

Ay 


í Q 1 

Íí 

n 



bj 


(14) 

(15) 

(16) 


(17) 


Equation Chapter (Next) Section 1 

3. a) Calcule la fuerza sobre una carga negativa Q { ) ubicada en el punto P , ejercida por 
una corona semicircular de radio interior a y radio exterior b , localizada tal como se 
muestra en la figura. 




La densidad superficial de carga de la lâmina vale <7 = 


r t 

yrj 


La carga Q l 1 está 


localizada en el punto de coordenadas (0,0, z) 
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b) Calcule el potencial electrostático creado por la corona semicircular en el punto P . 


Solución. 

a) Cálculo de la fuerza sobre Q { ) . 


( R'\ 


La carga diferencial dq viene dada por dq' = <rdS' = <7 ( rdrd 0). Pero <7= — , por lo 


P 


\ r J 


tanto, 


( 

dq' = — (rdrdO) = fidrdQ 
\r) 

Por otra parte, de acuerdo a los ejes coordenados, los vectores r y r' vienen dados por: 

r = zk 

r = I rcosOi + rsiné? j\ 


Luego, 


y su módulo vale 


(r -r') = [-rcosOi -r sin# j + zk^j 


\r - r 


= ^(rcos#)~+(rsin<9) + z 2 

i, 


Ir —r I = yjr 1 + z~ 


Entonces, el campo eléctrico viene dado por 


f kdq(r-r) _ f kdq'[-rcosOÍ - rsmO ] + zk) 

J I- -'i 3 J 


r - r 


(r 2 + z 2 Y 2 

Reemplazando dq' dada por (1), se tiene 

drdO[-rcosOi -rsmO j + zk^j 


É(r)=k/3\ 

Separando integrales, tenemos 


E,=-kp\ 

E,=~kP\ 


(r 2 + z 2 )' 


rdrcosOdO 

(r 2 + ef 

rdr sin Od 0 

(r 2 + z 2 / 2 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


(5) 


( 6 ) 


(7) 


( 8 ) 


(9) 
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= k zP\ 


drdO 

(r+ef 


Las coordenadas r y 6 varían de manera independiente, por lo tanto podemos separar las 
integrales. La corona se forma cuando 0 varia entre 0 = 0 y 0 - K ,y cuando r varia entre 
r = a y r = b . En consecuencia, escribimos, 



(11) 

a(r 2 + z y o 


E = kjB\ rdr JUmddG 

J / o 9 \/o * 

(12) 

«(r + 7-) /2 o 


* / 2 2 \/2* 

(13) 


Haciendo primero las integrales sobre d , se obtiene 

7t 71 7t 

Jcos#<r/é? = siné?|^ =0; Jsinéfr/0 = -cos#|^ = 2; jdd = d = 7T (14) 

0 0 0 

Usando estos resultados, las componentes dei campo eléctrico dadas por (11), (12) y (13), 
quedan 

E x = 0 (15) 

Por simetria sabíamos que la componente x dei campo eléctrico E x debía anularse, 
E = 0. 


u 

E,=-UP\ 

a 

b 

E. =7Ckzfi^- 


(r 2 + z 2 y 


« (r 2 +Z 2 ) ? 

Ahora hacemos las integrales sobre r y se obtiene: 


E y ={-2k/3) - 


Tlkz.p 

_2 


2 . 2 

Ir +z 


Ir 2 + z 2 


(2 k/3) 


lb 2 +z 2 \la 2 + z 2 


b a 

W77~4777 2 
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En consecuencia, el vector campo eléctrico resultante viene dado por 


E{z) = {2kj3) 


1 


1 


\lb 2 + z 2 


v; 


2 , 2 , 

a +z ) 


j + 


7tk (3 

V z J 


\lb 2 +z 2 




2 , 2 , 

a +z J 


( 20 ) 


Entonces, la fuerza sobre la carga Q { 1 viene dada por: 


F = -QÉ{z) 


( 21 ) 


El signo menos aparece porque la carga es negativa, lo cual implica que la fuerza es de 
atracción. 


b) Calcule el potencial electrostático creado por la corona semicircular en el punto P . 

El potencial electrostático viene dado por la expresión 

( 22 ) 

j r — r 

donde dq' y Ir —ri vienen dados por las expresiones obtenidas en el cálculo dei campo 


eléctrico, relaciones (1) y (5). Por lo tanto, (22) queda 

kfddrdô 


V(f) = J 


í 


2 . 2 

r +z 


Integrando primero sobre 6 desde 0 - 0 hasta 6 -n. tenemos 


u 

V(r) = 7tk/3^ 


dr 


si 


2 . 2 

r +z 


La integral sobre r vale 


V(r) = zrk j3\n^r + yl + z 1 


Finalmente, la diferencia de potencial pedido vale, 


V (r) = xk(3 = 7rkj3ln 


b + yfb 


2 . 2 

+ z 


yd + yfa 2 + z 2 j 


(23) 


(24) 


(25) 


(26) 
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Solucionario 

Primera Prueba de Cátedra 
Electromagnetismo 
Semestre de Primavera 2013 

1. (Obligatorio) Hallar el potencial electrostático Viz.) y el campo eléctrico E(z ) a lo 
largo dei eje de simetria z , para puntos fuera dei cascarón esférico de radio R al cual 
le falta la parte superior, tal como se muestra en la figura. El ângulo de la parte faltante 
vale 0 O = (zr/4 ) . El casquete esférico resultante posee una densidad superficial de carga 
constante o. 


z 



Solución: 

Calcularemos el potencial electrostático (/>{z), y a partir de esa solución calcularemos el 
campo eléctrico E(z) ■ 

Potencial electrostático: 

El potencial viene dado por la expresión: 

V(z) = k \A (27) 

J \r — r 

Si ubicamos el origen dei sistema de referencia en el centro de la esfera y usamos 
coordenadas polares, los vectores r y r vienen dados por 

f = zk (28) 

donde z es un parâmetro y no cambia durante el cálculo dei potencial. El vector f denota 
la posición de un elemento diferencial de carga dq en la superficie dei casquete esférico, 
luego 

r = xi + y'] + zk (29) 
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Usando las relaciones de transformación a coordenadas polares, se tiene 


luego, 


r = R sin 0cos (j)i + R sin #sin (j) j + Rco s Ok 


r — r' = -R sin #cos (/)i - R sin 9 sin (j)j + (z~R cos 0)k 


y su módulo viene dado por 


f — r' = dR 2 + z 2 -2zRcos0 


Como se trata de un cascarón esférico con distribución de carga superficial dada por la 
densidad a , el diferencial de carga viene dado por 

dq = adA = (jR 1 sin 0d Od <j) (33) 

Reemplazando (32) y (33) en (27), se tiene la expresión dei potencial: 


V(z) = k\- 


<jR 2 únOdOdíj) 

IR 2 + z. 2 - 2zRcos0 


Para recorrer todo el casquete definido en el problema, el ângulo (f) debe variar entre (j) = 0 


y (j) = 2n y el ângulo 0 debe variar entre 0 - 0 O = — y 0 - n. El radio R dei casquete 
esférico es constante. Escribamos explícitamente las integrales con sus limites: 


V(z) = kcrR 2 Ç’ t d(j)\ 


sin 0d0 


0 Jl/4, p2 , .2 


R " + z~ -2zRcos0 


La integral en (j) vale 2k . y la integral en 0 vale: 

r 1 sin 0d0 _ 1 

^ /4 'Jr 1 + z 2 -2 z Rcos0 Rz ' 


IR 2 + z - 2zRcos0 


■ -jii 2 + -r-2 zRo)!íí> flzL 1 


Dado que z > 0, el potencial electrostático queda: 


2 nkoR 


R + z-^R 2 + z 2 -y/2zR 


Campo eléctrico: 


Obtendremos el campo eléctrico a través de la relación É = -VV . Dado que el potencial^ 
depende sólo dei parâmetro z , el campo viene dado por: 

É = -VV = -k^Q (39) 
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Antes de derivar, reescribamos el potencial en la forma más útil para la derivación: 

f R^ 


V(z ) = 2 TíkoR 


1 + 


-J1-V2 


\z) 


R 

yzj 


+ 


R 

\zj 


(40) 


El campo eléctrico queda 


E(z ) = 2 nkoR 


R 

T + ' 
z 


4lRz-2z 2 


/1-V2 

' R^ 

+ 

' R' 

i 

U J 


U J 


(41) 


Equation Section (Next) 

2. (Obligatorio) Una distribución de carga cilíndrica con densidad volumétrica de carga p 
constante, muy larga y de radio R , tiene un agujero cilíndrico muy largo de radio a. 
Hallar el campo eléctrico en un punto P cualquiera al interior dei agujero cilíndrico. 


Exprese el resultado en función dei vector d que une los centros de los cilindros. 

Hint: Después de calcular los campos eléctricos, escríbalos vectorialmente en función 
de los vectores r y r que parten dei centro de los cilindros y llegan al punto P , tal 
como se muestra en la figura. 



Solución: 

Dado que el punto P se encuentra en la parte interior de ambos cilindros, sólo necesitamos 
calcular el campo en el interior de un cilindro usando ley de Gauss. Usemos una Gassiana 
cilíndrica de radio r y altura h , donde r es menor que el radio R 0 de un cilindro con 


densidad volumétrica de carga constante p. Si el cilindro es muy largo, no hay 
contribución de las tapas dei cilindro Gaussiano a la integral de flujo, luego la ley de Gauss 



queda: 

£0 
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j)É dS= J É dS = 


El campo eléctrico es constante sobre la superfície dei manto cilíndrico y además es 
paralelo a la diferencial de superfície en cada punto, por lo tanto, podemos sacar al campo 
fuera de la integral 

Elnrh = ^ (2) 


donde h es la altura dei cilindro Gaussiano. La carga neta encerrada dentro de la Gaussiana 
viene dada por 


<l«m = \pdV = p(nr 2 h) 


Reemplazando en (2), se tiene 


Elftrh ■ 


p[nrh ) 


Simplificando, se obtiene el módulo dei campo eléctrico en el interior de cualquier cilindro 
con densidad de carga p = cte . 


Pero el campo eléctrico de un cilindro muy largo apunta radialmente, de manera 
perpendicular al eje dei cilindro, por lo tanto, el campo eléctrico se escribe vectorialmente 
en la forma 


Ahora que tenemos una expresión general para el campo eléctrico al interior de una 
distribución cilíndrica de carga, podemos aplicaria al problema en estúdio. 

Mirando la figura, el campo eléctrico E dei cilindro con densidad p viene dado por 


El campo eléctrico E a dei agujero cilíndrico viene dado por 


E =-- 
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donde el signo menos viene dado porque estamos considerando que el agujero cilíndrico 
tiene una densidad de carga negativa. 

Por superposición, el campo resultante en el punto P , viene dado por 

E R =E g +É a (9) 


E =PL-P^ = -P-(r-r'\ 
R 2e 0 2e 0 2e 0 1 ’ 


( 10 ) 


Pero, (r - ?') = d , luego 


E r 



( 11 ) 


Equation Section (Next) 

3. Se tiene la siguiente distribución esférica de carga, dada por la densidad volumétrica 
carga: 


ar si 0 < r < a 


p(r) = < 



si 


0 si 


a<r <b 
r >b 


a) Calcular el campo eléctrico en cada región. 

b) Hallar la fuerza F que ejerce una distribución esférica de carga sobre una varilla de 
largo L, con densidad lineal de carga X = À 0 + J3r , localizada como la muestra la 
figura. 

c) ^,Qué relación debe cumplirse entre las constantes a y j3 para que la fuerza 
resultante sobre la varilla sea cero? 



Solución: 

a) Calcular el campo eléctrico en cada región. 

Dada la simetria dei problema, usaremos Gaussianas esféricas para calcular los campos en 
cada región, como función de la distancia radial r . 
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Región con 0 < r < a : 


j>ÉdS 


Dado que E y dS son paralelos sobre la superficie de la esfera, y dado que el módulo dei 
campo eléctrico no varia sobre la superficie de la esfera, la ley de Gauss queda: 


i r<a 

E x 47rr 2 = — [ pdV 

0 

j r<a 

E x 4nr 2 =— J ar^47Tr 2 dr^j 


E x r 2 = — [ r 2 dr = 

P J 


— - 

Ap 

H-Cq 

Región con a <r <b : 

Del mismo modo que el caso anterior, la ley de Gauss queda: 


EAxr =— 


i a<r<b 

= — j pdV 


I a a<r<b 

E 2 47Tr 2 = — JV/V+ J pdV 


Usando las expresiones para la densidad de carga en cada región, escribimos, 


E 2 47tr 2 = — \ardV- í ^dV 
P J J y 


E 2 4xr’ = “jr(4^r)-EY— 


E 2 r 2 =—| r 3 dr -j" rdr 


T-i 2 oca 
E^r = — 

Ae, 


^ P(r 2 -a 2 ) 
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Región con r>b: 

Del mismo modo que el caso anterior, la ley de Gauss queda: 


^ r>b 

E 3 4xr 2 =— f pdV 

P J 


E 3 \nr 2 = — J pdV + J pdV + J pdV 


Dado que la densidad de carga existe solo hasta r = b , escribimos, 


i * h a 

E 3 4nr 2 = — fardV-f^-dV 


E : 4,r^jr(4^r)-^j^dl 

£ 0 0 £ 0 a r 

Epr 2 = — J r 2 dr - — | rdr 


rp 2 oca 
E,r = — 


4 J3{b 2 -a 2 ) 


£ >=7^TK- 2 ri í ’ 2 -‘> 2 )) 


b) Hallar la fuerza F que ejerce una distribución esférica de carga sobre una varilla de 
largo L, con densidad lineal de carga À = Ã 0 + J3r, localizada como la muestra la 
figura. 

La fuerza que actúa sobre un elemento diferencial de carga dq de la varilla que está sobre 
el eje radial, viene dada en función dei campo externo a la esfera E 3 (r > b ) que existe en la 


región donde está la varilla: 


= J E.dq 


Reemplazando el campo dado por (19) y la densidad lineal de carga de la varilla, se tiene 


F = J —-2 p[b 2 - a 2 ))(^„ + j3r)dr 


Por simplicidad de notación, escribimos 


C = —(aa 4 -2jB(b 2 -a 2 )) 
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Las integrales quedan 


D+L 


F = CJ.j£ + CfiJ 


D+L 


dr 

r 


F = CA V 


F = CÃ 0 


í i\ D+L 


V rj 

1 


+ Cj3\nr 


D D + L 


+ Cjd ln 


D+L 


D + L 
D 


(23) 

(24) 

(25) 


F = CÃ 0 


D(D + L) 


+ Cfd ln 


D + L 
D 


(26) 


c) iQué relación debe cumplirse entre las constantes a y fd para que lafuerza resultante 
sobre la varilla sea cero? 

Si la carga total contenida en las esferas es cero, entonces el campo eléctrico se anula fuera 
de la distribución de cargas y la fuerza sobre la varilla se hace cero, luego, basta exigir la 
condición C = 0, esto es, 


C = —(aa 4 -2j3(b 2 -a 2 )) = 0 


4 F, 

En consecuencia, la relación entre las constantes viene dada por: 


a 

1 



— a 


) 


(27) 


(28) 
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Solucionario 

Primera Prueba de Electromagnetismo 
Ingeniería Plan Común 
Semestre de Otono, 2013 

1.- Un cilindro muy largo de radio 2 R tiene una densidad volumétrica de carga p 0 

distribuida homogéneamente. Sobre su eje existen dos agujeros esféricos, cada uno de radio 
R. 

a) Hallar el campo eléctrico Eix) sobre el eje X para valores de x> 2 R . 

b) Hallar la diferencia de potencial electrostático AV = V(2R) -V(5R) entre los puntos 
x=5R y x=2R 



Solución: 

la) Hallar el campo eléctrico E{x) sobre el eje X para valores de x> 2 R . 

Usando el principio de superposición, el campo resultante viene dado por la siguiente 
expresión: 
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É = (E C -2 E e cos 6)i , donde E c es el módulo dei campo dei cilindro de radio 2 R y donde 
E e es el módulo dei campo creado por cada una de las esferas de radio R . La componente 
E y dei campo se anula por simetria. 

Campo de un cilindro muy largo. 

Se usa una Gaussiana de radio r > 2R y altura h : 


§Ê c -dS = 


Qneta _^ j? 2*7Tv}l _ ^cilindro 


E 2 nrh = 


_ p 0 7T(2RYh ^ E _ 2p n Rr 


£ 0 r 


En el punto x se cumple que r = x, luego el campo dei cilindro vale: E (x) ■ 


2 p n R~ ~ 

Vectorialmente escribimos: EJx) = —-—i 

£ 0 X 

Campo de una esfera. Se usa Gaussiana de radio r > R : 


2p 0 R~ 

£ 0 X 


<j) É e • dS 


dn 


EAnr 


Po V e 


esfera 


EAnr 


pA^p 


p p T)p 

c 0 JC 0 


PqR 3 

3 £ 0 r 2 


En el punto x se cumple que r = ■jx 2 +R 2 , luego el módulo dei campo eléctrico creado 
por la esfera en el punto x viene dado por: 

E _ Po RÍ _ Po RÍ 
e 3 £ 0 r 2 3 £ {) (x 2 +R 2 )' 

Vectorialmente escribimos para el campo creado por la esfera de arriba (up): 

— ^ q d3 

É‘‘ p (x) = E e (-cos 6 i + sin 6 j ) = -— -f -— (-cos 6 i + sin 6 j ) 

3^01 x I Jd. 1 

Vectorialmente escribimos para el campo creado por la esfera de abajo (down): 


(jc) = E e (- cos 6 i - sin 6 j) ■ 


Po R 


3 £ 0 (x 2 + R 2 ) 


(-cos Oi -sin^ /) 


Los vectores que representan a los campos creados por cada una de las esferas apuntan en 
dirección a cada esfera, porque al aplicar el principio de superposición consideramos que su 
densidad p 0 es negativa. 

El campo resultante en el punto x se obtiene sumando vectorialmente todos los campos, es 
decir, superponiendo todos los campos: 
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E=E c (x) + E u e p (x) + Ê* mvn (x) 

Con lo cual se obtiene: É = (E c —2E e cos0)i , explícitamente se tiene: 


^ 2p 0 R 2 2p 0 R 3 cos 0 ^ 

£ 0 x 3f 0 (.r + /? 2 ) 


Las componentes a lo largo dei eje Y se anulan entre sí. El campo resultante sólo tiene 

X X 

componente a lo largo dei eje X. De la figura se ve claramente que cos 9 = — = , , 

r v.r 2 + R 2 

por lo tanto, el campo resultante dei cilindro de carga con dos agujeros esféricos queda: 

S 2/y? 2 fl xR 


3 (x 2 + R 2 y 


lb) Hallar la diferencia de potencial electrostático AL =V(2R)-V(5R) entre los puntos 
x = 5R yx = 2R 

b 

La diferencia de potencial se obtiene a través de la expresión: V(b) - V(a) = -J Ê ■ dí . 

a 

En este caso nos movemos a lo largo dei eje x, por lo tanto, después de realizar el producto 
punto y cambiar la diferencial, escribimos: 

2 R 

ÁV =V(2R)-V(5R) = -\ E(x)dx 

5 R 


Usando el campo obtenido anteriormente, nos queda: 

f \ 


AV =V (2R) - V (5R) = 


integrando 


ÁV = V(2R) - V(5R) = - 


2 p 0 R 


2 2 R 


"0 5 R 


1 


xR 


3(x 2 +R 2 y 


dx 


2 P 0 R 2 


ln ,v + 


R 


3 yJx 2 +R 2 


2 R 


5 R 


Finalmente la diferencia de potencial queda: 


AV = V (2R) - V (5R) = 


2p 0 R 2 


"0 L 


, 2 1 

ln —+ 


5 3y[5 3V26 
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2.- Hallar el campo eléctrico E(r) y el potencial electrostático V(r)en función de la 
distancia radial r, en cada una de las regiones, para la configuración formada por una 

esfera central de radio a con distribución de carga radialmente simétrica dada por p = — 

r 

para 0 < r < a con /? = cte ., rodeada por un cascarón metálico entre r = a y r =b que lleva 
una carga Q = -7T a a 1 e.n su superfície. 



2a) Cálculo dei campo eléctrico 

Se usará la ley de Gauss para calcular el campo en cada región: d) É ■ dS 


q 


neta 


Región I: 0 < r < a 

Se usa una Gaussiana de radio r < a 


<^ÉdS 


EA;ir 


Í r<a 

p(ryiv 


p 


Pero, la densidad volumétrica de carga depende de la distancia radial: p = — para 0 < r < a 

r 

con [5 = cte ., reemplazando en la integral y recordando que la diferencial de volumen de la 
esfera viene dada por dV = A7tr 2 dr, podemos escribir: 


EAnr~ 


1 pr<a fd 


. 2 , An/d 

A7tr~dr =- 


Í r<a 

rdr ■ 

o 


Anfdr 2 
2e n 


0 ' •-'O 0 

Simplificando se tiene finalmente E t el campo eléctrico en la región I: 
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E, = — 

2£ 0 

Región II: a<r<b 

Se usa Gaussiana de radio a < r < b . En este caso sabemos que el campo eléctrico estático 
es cero en el interior de un conductor, por lo tanto: 

E u = 0 

Es importante recordar que se produce inducción de cargas en el metal de modo que el 
campo en el interior es cero, es decir, de la ley de Gauss se infiere que 

j)ÉdS = < ^ L => 0 = q neta , es decir, la carga neta encerrada en la Gaussiana debe ser cero, 
£ o 

por lo que debe haber carga inducida Q jnd en la superficie interior dei conductor, tal que la 
suma con la carga total interior q inl encerrada en la esfera de radio r = a debe ser cero: 
< 7 , + Q md = 0. Vemos así que la carga inducida tiene la misma magnitud que la carga total 

f P 2 

interior q int de la esfera de radio r = a, a saber: Q jnd = -q i = - —4 nr dr 


Finalmente, la carga total q int en la esfera interior de radio r = a vale 
q t = 2 nfia 

y la carga inducida en el metal vale: 

Qind = - 2 nfia 1 

Naturalmente que en la superficie exterior dei metal aparece también la misma cantidad de 
carga inducida pero de signo opuesto, que modo tal que la suma de toda la carga inducida 
en el metal es cero. 

Región III: b < r 

Se usa Gaussiana de radio b < r 

Debemos recordar que el sistema de esferas tiene dos tipos de cargas libres: la carga en la 

esfera interior recién calculada: ~ ^ n P a y \ ã carga libre en la superficie exterior dei 

2 

metal: ~ a de modo que la carga total encerrada en la Gaussiana de b < r v iene 

dada por 

d neta encerrada = di + de = 2 ^r - TUXcd = 71CC [2,6 ~ d) . 
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Ahora aplicamos Gauss 

, q 7Ta 2 (2j3-a) 

E m 4nr 2 = =-—- 

e o £ o 

Finalmente, el campo fuera de las esferas viene dado por: 

(2 p-à) 


E “ ,= ' 


2b) Cálculo dei potencial electrostático 

Calcularemos el potencial como función de la distancia radial r usando la relación: 


r 

V(r) = -jÉ-é 


Comenzaremos desde la región III hasta la región I 
Región III: b < r 

a 1 (2/3-a) 


En esta región el campo eléctrico vale E 

b 7 b 7a 2 (2/3-a) 

v, „(r) = -f E m dr = - f y 2 ’ 

J J 4 e 0 r 


m M 2 , por lo tanto, la integral queda 


4£ 0 E 


dr 


Obteniéndose finalmente 


V m (r) = - 


(2/3-a) 
4 £ o r 


Región II: a<r<b 

En esta región la integral para calcular el potencial se debe separar en dos porque la integral 
atraviesa dos regiones distintas: 


a<r<b 


a<r<b 


V!!,(/) = - J Edr = -J E fll dr- J E n dr 


a 2 (2/3-a) 

Los campos en cada región son: E in =- —— 2 - y E u - 0. Reemplazando en la integral 


4 e a r~ 


anterior, tenemos 

b 2 


b r a 2 (2/3-a) a< 7 b a 2 (2/3-a) 

V g (r) = - f ’ dr- [ 0 r/r = —^ 

J /\ £ y- J ±p h 


4 £ 0 b 


Finalmente: 
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V n (r) = - 


4^o b 


Vemos así que el potencial en el interior dei metal es constante, es decir, el conductor en 
estado estático siempre es un volumen equipotencial. 

Región I: 0 < r < a 

La integral dei potencial se escribe 


/ ^u u u r *<u 

V, (r)--j Edr = -J E m dr - j E u dr - J E f dr 


a 2 (2j8-a) B 

Los campos en cada región son: E m - — -r— 1 , E n — 0 y E, - , luego la integral 

4f„r 2e 0 


queda 


u r<~~u 

Vj (r) = - J E m dr - J E r dr 


Reemplazando los campos 


V I {r) = -\ 


b a 1 


(2/?-g) 

V 


r<-u 

dr ~ í 


A_ 

2e n 


dr 


Integrando se tiene el potencial en la región I: 


V:(r) = 


(2 p-a) jB 


4 £ 0 b 


2e n 


( r-a ) 


En resumen, el potencial como función de r en cada región queda 
a 2 (2B-a) B 

Vj(r) = --—;--— (r-a) 0 <r<a región I 


V(r) = 


4 £ 0 b 


2e n 


V n (r) = - 


V m (r) = - 


V-p-cc) 
4 £ 0 b 

4 e 0 r 


a <r <b región II 
b < r región III 


3.- (Problema obligatorio) Una varilla horizontal de largo 2 L tiene una densidad lineal de 
carga homogénea A 0 . Justo sobre su centro y a una altura h se encuentra una segunda 
varilla de largo d con densidad lineal de carga À = ay, con a = cte. Calcule la fuerza 
resultante F ejercida por la varilla horizontal sobre la varilla vertical. 
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Solución: 

Primero calculamos el campo eléctrico generado por una varilla horizontal de largo 2 L a 
una distancia variable y sobre su centro. 


Á i 

r 

dq' 

-L r' ^ L 

dx 


> x 


r kdq(r — r') 

El campo eléctrico viene dado por la expresión E(r)= I-—. En este caso los 


r -r 


vectores r y r' vienen dados por: r-yj y r' = xi. Luego (r— r') = —x i + y j y su 
módulo viene dado por |r - r'\ = ^x 1 + y 2 . El campo se expresa entonces como: 

.dq(-xi+y ]) 


É(r) = k\- 




Pero la carga está distribuida homogéneamente en la varilla horizontal: dq = Ã 0 dx, luego, 
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Integrando entre los limites -L y L , se tiene: 


L, 

É(f) = J 


-xdx 


L, 

* + k \y\ 


dx 


\x 2 + y 2 f ~ L (x 2 +y 2 ) 

Calculando cada integral, tenemos 

1 


E(r) = i kÀ 0 


I 2 . 2 

yjx +y 


+ jkÀ 0 y 


2 / 2 . 2 

y yjx +y 


Sólo sobrevive la componente y dei campo, ya que por argumentos de simetria vemos que 
la componente x debe anularse: 

2kÀ n L - 


E(r) = - 


+y 


j 


Calculemos ahora la fuerza ejercida por el campo eléctrico de la varilla horizontal sobre 
cada elemento de carga diferencial dq = Ãdy = aydy dei alambre vertical de largo d , 
ubicado a una altura h sobre la varilla de horizontal. 

Sabemos que sobre cada elemento diferencial de carga de la varilla vertical se ejerce una 
fuerza diferencial dada por la siguiente expresión: dF = Edq = Eaydy 

A v 


dP = Édq 


dq 


> 


Por lo tanto, la fuerza total sobre el alambre vertical viene dada por la integral desde y = h 
hasta y = h +d 

J J t 2 , 2 

h h yyJL + y 

Integrando 
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h+d 


F = 2kÃ 0 O(L [ , = j = 2kÀ 0 O(L ln (y + Jú + y 2 

í jL 2 + y 2 V 

Se tiene la fuerza pedida: 


h+d 


F = 2kA X) aL\n 


h + d + ^Ü + {h + d) 
h + yjls+h 2 
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Equation Section (Next) 

2.3.1 Unidad II: Solucionario de Pruebas 


Solucionado 

Electromagnetismo FI-604 
Semestre de Otono 2011 

Equation Chapter 1 Section 1 

1.- Una esfera de radio R tiene una densidad volumétrica de carga p(r) = -^-. Calcule la 

r 

fuerza eléctrica F (r) ejercida por la esfera sobre una varilla cargada de largo L con 

densidad lineal de carga À = ar, ubicada sobre el eje radial, tal como se muestra en la 
figura. 



Solución. 

Aplicando la ley de Gauss a la esfera de radio R , se tiene 

i r>R 

É-dS=^ = — f pdV (1.1) 

P c J 

c o c o o 


Sabemos que sobre la superfície de la esfera el campo eléctrico es paralelo a la diferencial 
de superfície, además sabemos que sobre cualquier punto de la superfície Gaussiana, el 
módulo dei campo eléctrico vale lo mismo: E , por lo tanto lo podemos sacar de la integral 
y obtenemos: 


EAxr 2 


£<> 


R r>R \ 

J pdV + J pdV 

0 R ) 


( 1 . 2 ) 


Pero la carga existe sólo hasta r = R, con densidad p[r) = r < R , por lo tanto, la 


segunda integral vale cero, porque p = 0, r > R . Usando la diferencial de volumen de la 


esfera dV e = 4 7tr 2 dr , escribimos, 
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Integrando 


i R o 

E4/rr 2 = — í —4 7Tr 2 dr 

p J r z 
C 0 0 


Er 2 = —R 


(1.3) 


(1.4) 


Finalmente. El campo fuera de la esfera es justo el campo creado por una carga puntual de 
carga igual a la carga de la esfera: 


£</ 


(1.5) 


Este es el campo que actúa sobre la línea de carga que está sobre el eje radial. 

La fuerza eléctrica que actúa sobre un diferencial de carga dq de la línea de carga viene 
dada por 

dF = Edq' (1.6) 

donde, dq = Ãdr = ( ar)dr . Reemplazando esta expresión y el campo eléctrico obtenido en 
(1.5) en la relación (1.6), se tiene 


dF = Edq' ■ 


( pR A 

íV 2 ; 


( ar)dr 


(1.7) 


Integrando se tiene 


F = \dF = \Edq 1^4 (ar)di 




F = 


a/dR j r h + L dr 


V £ o 


r»+L ar 

J b r 


( 1 . 8 ) 

(1.9) 


Finalmente, la fuerza neta sobre la línea de carga vale 


F = 


( apR\ fb + L 5 


V £ o j 


ln 


( 1 . 10 ) 


\ o ) 
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2.- Hallar el potencial electrostático V (r ) en el punto P , a una distancia z sobre el eje de 
la lâmina circular de radio R , a la cual le falta un sector circular que suscribe un ângulo 


n 


0 {] - — tal como se indica en la figura. La lâmina tiene una densidad superficial de carga 

6 

P 

= -• z 

r 



> y 


Solución. 

El potencial electrostático V ( r ) viene dado por 


Equation Section (Next)E(r) = í —— 

r — r 


( 2 . 1 ) 


El diferencial de carga dq ubicado en el primer cuadrante de la lâmina mostrada en la 
figura, se encuentra a una distancia variable r dei origen y hace un ângulo 9 variable con 
el eje x . Por lo tanto, las coordenadas (x, y) dei diferencial de carga dq , vienen dadas por 

x = rcos9', y = rsinO (2.2) 



> y 


El diferencial de carga dq viene dado por 

dq' = odA = <j(rd9dr) 


(2.3) 


233 











2.3.1 Unidad II: Solucionario de Pruebas 

Dado que ya tenemos el origen dei sistema de referencia en el centro de la lâmina, los 
vectores r y r vienen dados por 

r = zíc, r'= rcosOi + rsinOj (2.4) 

Restando y calculando el módulo, se tiene, 

r — r - -rcosOi -rsinô j + zk 

, , m 7 (2 - 5) 

|r - r'\ = \lr 2 + z 

Luego el potencial V (r) viene dado por 


r kdq ° 6,,] ' r R kordrdO 

v v) = Ji^r = J Jt?TT 

V’\ r r 0=0 r =0 Vr + Z 


Dado que la densidad superficial de carga o~ — depende sólo de la variable r, y como las 

r 

coordenadas r y 6 son independientes, las integrales se calculan de forma independiente, 


0=(2 tr-0 o ) r=R 


V(f)= 1 


kordr 


J J / 2 . 2 

0=0 r =0 V r + Z 


v(r-)=(2 


J / 2 . 2 

=or\lr +z 


v(f) = ( 2 x- 0 ,)kfi] 


J 2.2 

r=0 V V + Z 


y(F) = (2;r-0 o )fcj#ln 2^r 2 + r-2x 


( 2 . 10 ) 


Finalmente, el potencial creado por la lâmina vale 


V (r) = (2;r-# 0 )fc/?ln 


/i? 2 +r -/? 


( 2 . 11 ) 


3.- Calcular el campo eléctrico E(f ) y el potencial electrostático V(r) en función de la 
distancia radial r, creados por un cilindro “muy largo”, con densidad volumétrica de carga 

[ar si 0 < r < a 


p(r) dada por p[r) = < — si a <r<b. 

r 

0 si r >b 
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Para el cálculo dei potencial no use el punto de referencia en r iv/ = r —> °°. En cambio debe 


usar como punto de referencia un valor arbitrário fuera dei cilindro de valor r ref = r 0 . 



Solución. 


Cálculo dei campo eléctrico É(r). 


Primero calcularemos el campo eléctrico en cada región 
partiendo desde las regiones interiores a las exteriores. Dado 
que el cilindro es muy largo, podemos usar ley de Gauss, es 
decir, emplearemos superficies Gaussianas cilíndricas de 
radio r y largo L . La figura muestra la relación entre el 
campo eléctrico E y las diferenciales de superficie en las 
tapas y en el manto cilíndrico de la Gaussiana. 



Recordemos que la superficie dei manto cilíndrico vale S manto = InrL y que la diferencial 
de volumen dei cilindro vale dV c = 2 kL rdr . La ley de Gauss para el cilindro queda 

j>É-dS= J É dS x + J É dS 2 + J É-dS inanto =2sas. (2.12) 

tapa 1 tapai manto ^*0 

En las tapas dei cilindro Gaussiano, el campo eléctrico y la diferencial de superficie son 
perpendiculares, y el producto punto se anula E -dS lapas = EdS tapas cos90° =0, luego no hay 

contribución de las tapas a la integral. Por lo tanto, sólo tenemos que calcular de la integral 
sobre el manto cilíndrico, esto es, 
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| É dS mm , o = ^ = yl' 0 p(r)dV (2.13) 

manto 0 0 

En el manto, el campo eléctrico y la diferencial de superficie son paralelos, luego 
E ■ dS mant0 = EdS mant0 . Por otra parte, el módulo dei campo eléctrico E vale lo mismo en 
todos los puntos dei manto cilíndrico, por lo tanto, E se puede sacar de la integral y se 
obtiene 

ES mm = yl'p(r)dV (2.14) 

donde el limite superior indica el radio de la Gaussiana cilíndrica. Usando el valor 
S manto = 271 rL y el valor dV c = lirLrdr , tenemos, 


E27TrL = — | p(r)27tLrdr (2.15) 

£ o 

Simplificando por 2nL , se obtiene 

Er = — | p(r)rdr (2.16) 

£ o 

Esta es la expresión que emplearemos para calcular el campo en todas las regiones. 

Región 1: para r en la región 0 < r < a . En esta región la densidad vale p[r) = (ar). 
Usando la relación (2.16) se tiene 

E x r = — £ {ocr) rdr 


E\ r '■ 


a r 
£ 0 3 


(2.17) 

(2.18) 


Simplificando, se obtiene el campo en la región 0 < r < a 


ar" 

3f n 


(2.19) 


donde r es un vector unitário radial, perpendicular al eje dei cilindro. 


Región 2: para r en la región a < r < b . En esta región la densidad vale p(r) 


yfj 


Usando relación (2.16), se tiene 
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E 2 r = —£' h p{r)rdr = —£ /? (r) rdr + — p(r) rdr (2.20) 


Reemplazando los valores de la densidad de carga en cada región, escribimos 


E ir =^\y r ) r d r +-Ç <i {E\ rdr 


Simplificando e integrando 


„ aa 3 jB , , 

E 2 r = — + —{a- r ) 


'Xp £ 
JC 0 c 0 


Finalmente, el campo eléctrico en la región 2 vale: 


É 2 = ——(aa 3 + 3 j3{r-a)Y 


( 2 . 21 ) 


( 2 . 22 ) 


(2.23) 


donde f es un vector unitário radial, perpendicular al eje dei cilindro. 


Región 3: para r en la región r > b . En esta región la densidad vale p(r ) = 0. 


Usando relación (2.16), se tiene 

E i r = — J o p{r)rdr = — p(r)rdr + j p(r)rdr + j /?(r)r<irj (2.24) 


Aplicando los valores de las densidades de carga, se obtiene 


E 3 r = — £ (ar)rdr + — | í— rdr 


„ f aa p n , 
Ep= — + -^(b-a) 


'X£ £ 

JC 0 c 0 


El campo eléctrico en la región 3 viene dado por 


É 3 = - (aa" + 3 P(b-a)Y 


(2.25) 


(2.26) 


(2.27) 


donde r es un vector unitário radial, perpendicular al eje dei cilindro. 
Cálculo dei potencial electrostático V (r). 

El potencial electrostático en un punto viene dado por 

r 

V(r) = j-É-dí 


(2.28) 


donde el potencial en el punto r 0 vale cero, es decir, V(r 0 ) = 0. 
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Calcularemos el potencial viniendo desde la región 3 hasta la región interior 1. 
Región 3: para r en la región r>b. 


r^u a 

V (r > b) = J -É 3 ■ dí = - J E 3 dr 


(2.29) 


Reemplazando E 3 , se tiene, 


V(r > b) = - | 


V (r>b) = — 


((Xa 3 +3 j6(b-a)"j 


dr 

(2.30) 

dr 

(2.31) 



Finalmente, el potencial V (r >b) en la región 3 exterior al cilindro viene dado por, 

(aa 3 +3j3(b-a)) f r \ 

V(r>b) = —~ --2--ln - 


(2.32) 


Justo en el punto r = b , el potencial vale 

T/ w M (aa 3 + 3P{b-a)) ( b 
V b =V(r = b) = ---ln - 


Región 2: para r en la región a < r <b . 


(2.33) 


V (a <r <b)= J —É dí = — J E 3 dr - J E 2 dr 


(2.34) 


La primera integral corresponde al potencial dada por relación (2.32), pero evaluado en 
r = b , es decir, es justo V b . El campo E 2 viene dado por relación (2.23) 

a<r<b * 


V(a<r<b)-V b - í - (aa 3 + 3j3(r-a))dr 

í 3e 0 r v 

Calculemos la integral restante 


(2.35) 


a<r<b * a<r<b _ 3 o a<r<b ( \ i 

r r 1 ( 3 „ >1 , f aa , p r (r-a)dr 

I- J - yaa 3 +3j3(r-a))dr - J - dr + — J - 

b ' > ^o r b 3£ Q r £ 0 b r 

3 a<r<b i n a<r<b n a<r<b i 

j_aa f dü + P_ C dr _ c lE_ f ÚL 

'Xp J r P J p J r 


'Xp J r p J 

JC 0 b ' C 0 b 


^0 b r 


, aa 3 (r \ jB , , ap.fr 

1= -ln - +— (r-b) —— ln - 

3£"o \b J £q £ q \b 


(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 
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CCa 3 ajB\ (r^ (3 , , 

-— ln - +— (r-b) 

3^o J v ^ 


Reemplazando esta integral en la relación (2.36), se tiene 


(2.39) 


T7/ 7 \ T7 f oca Cij3\ (r\ (3 , X 

V [a<r <b) = V h - -ln — [r-b) 

V 3^o £ o J v ^ 


(2.40) 


Si hacemos r = b se obtiene el potencial V h que vale lo mismo que usando la relación 
(2.33), es decir, el potencial es continuo en el punto r = b .. Si hacemos r = a en la relación 
(2.40), se obtiene el potencial V (r = a) = V a 

,7 , 7 . > (cca l +3p{b-aj) ( b ) f aa 3 afi\ (a') M 

V a =V(r = a) = ---ln---- ln\-\-^(a-b) (2.41) 


r oJ v 3 ^o £ 0 J J 


Región 1: para r en laregión 0 < r <a . 


V (0 <r<a)= J -É • dí = - J E 3 dr - J E 2 dr - J E x dr 


(2.42) 


Los dos primeros términos dei lado derecho corresponden justo al valor dei potencial V a en 
el punto r = a . Por simplicidad de notación lo dejaremos así expresado. Usando £j dado 


por la relación (2.19), la relación (2.42) queda 


_ 

OC i* 

y(0<r<tf) = y n -— j r 2 dr 


(2.43) 


y(0 <r<a) = V a 


r(r 3 -a 3 ) 


(2.44) 


Si r = a se obtiene V a , lo cual prueba que el potencial es continuo en el punto r = a . 


Si r = 0 se obtiene el potencial en el origen dei sistema de cilindros V 0 = V a + - 
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Solucionario 

Primera Prueba de Cátedra 
Electromagnetismo FI-604 
Semestre de Otono 2012 

1. Se tiene una distribución de carga cilíndrica muy larga, de radio R , con densidad 
volumétrica de carga p = cte. En la posición que se muestra en la figura existe un agujero 
esférico de radio R . Calcule: 

a) el vector campo eléctrico resultante É R = E Rx i + E R y j en el punto P (x, y). 

b) La diferencia de potencial electrostático entre el punto P y la superfície dei 
cilindro. 


X 


Solución. 

Usaremos el principio de superposición de los campos creados por un cilindro muy largo de 
radio R , lleno de carga positiva, y una esfera de radio R llena de carga, pero con signo 
negativo. 

Campo eléctrico creado por el cilindro: 

Para calcular el campo eléctrico en el punto P , usaremos una Gaussiana cilíndrica de radio 
x que pasa justo por el punto P . Aplicando ley de Gauss, se tiene: 

ÉdS = ^ = — J pdV cil (45) 

£ 0 £ 0 
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Dado que p - cie , y que dV cil = 2jiLrdr , y dado además que E es paralelo a dS manto y a 


que 


: cte sobre el manto cilíndrico, se tiene 

x A R 

EldS mi ,„=-j/>2rLr<lr 


(46) 


0 "0 0 

La integral sobre el volumen se hace sólo hasta r = R , ya que la carga sólo existe hasta ese 
punto. Además, sabemos que dS manto = IxLdr , luego, 


E'j 271 Ldr = IY jr 


(47) 


0 ‘■'0 0 

Finalmente, el módulo dei campo eléctrico producido por el cilindro lleno viene dado por: 


"cil 


pR 2 

2e 0 x 


(48) 


Dado que la carga dei cilindro es positiva, el vector É cil justo en el punto P , viene dado 
por 


E = P^l 

cil o 

2e 0 x 


(49) 


Campo eléctrico creado por la esfera con carga negativa 

El campo eléctrico fuera de una esfera es igual al campo creado por una carga puntual igual 
a la carga de la esfera q esf , es decir, 


_ desf 

47T£ Q d 2 


(50) 



En este caso d es la distancia dei centro de la esfera al punto P , y viene dada por. 
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d 


+{y+R ) 


(51) 


4 tu R- ^ 

La carga de la esfera viene dada por q esf = pV esf = p -. Por lo tanto, el módulo dei 


campo eléctrico creado por la esfera vale: 




PR 3 

3 e 0 d 2 


(52) 


Dado que el agujero esférico se puede considerar como una esfera llena con carga negativa, 
el vector campo eléctrico de la esfera E esf apunta hacia el centro de la esfera a lo largo de 
la línea de largo d . 



El vector E esf hace un ângulo 6 hacia abajo dei eje horizontal, tal como se muestra en la 
figura. Este ângulo es conocido 

x (y + R) 

cos# = —; sin # = —-(53) 

d d 

Usando d , el vector E esf , se puede escribir como 

Eesf = ~ E es f cos Oi — E esf sin 0 ] (54) 

Usando (53), se tiene 

É„,=~{ x ‘+(y + R)j) ( 55 ) 

Reemplazando el modulo E esf dado por (52), se tiene 

Ê « = -£n?( xí+ ( y+R d) (56) 

Usando el valor de d dado por (51), tiene finalmente el vector campo eléctrico de la esfera 
en el punto P : 
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--- y(xi+{y + R)j) (57) 

' 3e tl (r + ( y+ R)f 

El vector resultante de la superposición de los campos creados por el cilindro y el agujero 
esférico queda de la siguiente forma: 

É R = É cil+ É esf (58) 


Reemplazando los campos obtenidos en (49) y (58), se tiene el resultado final 


E r = 



f 

í pR 2 A 

- 1 

+ 

[2e 0 x J 

V 


pR 3 


(* 2 +(y + R) 2 )' 


[xí + (y + R)j) 


3e, 


Reordenando, se obtiene el vector campo eléctrico resultante: 


(59) 


PR 2 

2e,,x 


pR x 


3 £ o( x ~ + { y + R) ) 


pR 3 {y + R ) 


i - 

3e 0 [x~ +(y + R) j 


a 1 


(60) 


b) Calculo de la diferencia de potencial entre el punto P y la superfície dei cilindro 


R 

La diferencia de potencial viene dada por AV = —J É ■ dí . Como la diferencia de potencial 

electrostática no depende de la trayectoria seguida entre los puntos, elegimos viajar desde 
P hasta R , el borde dei cilindro, a lo largo dei eje X , usando una trayectoria hacia el 
origen, es decir, hacemos dl = -dxi . Entonces el producto punto entre É y dl queda: 

É ■ dí = É ■ ( -dxi ) = -E K dx (61) 


donde E x es la componente x dei campo eléctrico resultante dada por (60), luego, 


Edl =- 


pR 2 

2e n x 


pR^x 


3 £ q (x 2 + (y + R) j 


dx 


(62) 


Entonces la diferencia de potencial queda 


AV=| 


pR- 


pR 3 x 


2£ ° X 3 £ Q (x 2 + {y + R) 2 )' 


dx 


(63) 
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AV = 



PR 3 r 

3^o i 



X 



dx 


(64) 


Integrando, obtenemos la diferencia de potencial pedida: 


pR 2 f ^ 
AE = í -—ln 


2e n 


R \ pR 3 

\xj 


3f„ 


R 2 +(y + R) 2 


+ {y + R ) 2 


(65) 


Equation Chapter (Next) Section 1 

2.- Sobre las regiones metálicas esféricas mostradas en la figura, se distribuyen las cargas 
que se indican. La esfera metálica interior de radio a es maciza y tiene una carga Q' 1 . El 
cascarón metálico tiene radio interior b y radio exterior c , y tiene una carga 2Q 'en su 
superfície. Entre los metales no existe carga. 



a) Hallar, como función de la distancia radial r , el campo eléctrico en todas las 
regiones. 

b) Calcule la diferencia de potencial AV ah = (V h ~V a ), entre la esfera interior y el 
cascarón metálico exterior. 

Solución. 

a) Hallar, como función de la distancia radial r , el campo eléctrico en todas las regiones. 

Calcularemos el campo eléctrico en cada región usando ley e Gauss. Sin embargo, sabemos 
que el campo eléctrico vale cero dentro de los metales en el caso estático. Por lo tanto 
calcularemos sólo los campos en las regiones II y IV . 

Las regiones vienen definidas de la siguiente forma: 


1 :0 < r < a; II : a < r < b; III: b < r < c; IV :r> c 
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IV 


Región 1:0<r <a: dentro dei metal. 

Dentro un metal el campo siempre vale cero. En este caso no existe carga al interior de la 
superfície metálica, por eso no existe campo eléctrico, luego, 

E x = 0 (2) 


Región 11 : a < r < b : entre los metales. 


Usamos una Gaussiana esférica de radio a <r <b que encierra a la carga negativa Q { ’. La 
ley de Gauss queda 

<j )ÉdS=— (3) 

£o 

Dado que la carga de la esfera metálica interior es negativa, el campo eléctrico en esta 
región apunta radialmente hacia el centro de la esfera. Sin embargo, la diferencial de 
superfície sobre la esfera Gaussiana apunta radialmente hacia afuera, luego, el producto 


punto resulta negativo, es decir, EdS = -EdS . Reemplazando en (3), se tiene 



-Q 



Q 


( 4 ) 

( 5 ) 


Sobre la Gaussiana, el módulo dei campo eléctrico es constante, luego no depende de la 
superfície y se puede sacar dei signo integral. 

ES=— (6) 


La superfície S de la esfera de radio a<r <b , vale S = 4 nr 1 . Reemplazando en (6), se 
tiene el campo eléctrico en la región 11 : 
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Q 




Vectorialmente este campo apunta radialmente hacia el centro, luego 

? Q - 

E 2 =- T e r 

47T£ 0 r 

donde è r es el vector unitário que apunta radialmente hacia fuera. 


(7) 

( 8 ) 


Región III :b <r <c : dentro dei cascarón metálico. 

Dentro un metal el campo siempre vale cero. En este caso, la carga neta al interior de la 
superfície Gaussiana es la suma de la carga de la esfera interior, más la carga inducida en el 
cascarón metálico, la cual es de igual magnitud, pero de signo opuesto que la carga de la 
esfera interior. Por lo tanto, la carga neta encerrada en la Gaussiana es cero. En 
consecuencia, el campo eléctrico se anula al interior dei cascarón metálico, luego, 

E 3 =0 (9) 

Región IV :r>c : fuera de la distribución de cargas. 


Usamos una Gaussiana esférica de radio r>c que encierra a la carga negativa Q { 1 más la 
carga positiva 2<2 (+) • En consecuencia, la carga neta encerrada vale q neta =-Q + 2Q = Q . 
La ley de Gauss queda 

-Q + 2Q Q 


j>ÉdS = 


( 10 ) 


Dado que la carga neta es positiva, el campo eléctrico en esta región apunta radialmente 
hacia fuera, el módulo dei campo eléctrico en esta región IV , vale, 

Q 


E, - 


A7T£ Q r- 


( 11 ) 


Vectorialmente este campo apunta radialmente hacia afuera de las esferas, luego 

Q ~ 


E, =■ 


AK£qT 


( 12 ) 


donde ê r es el vector unitário que apunta radialmente hacia fuera. 

b) Calcule la diferencia de potencial entre la esfera interior y el cascarón metálico exterior. 
La diferencia de potencial entre la esfera interior de radio a y el cascarón exterior de radio 
b , viene dada por 
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u u u 

AV =-\É 2 -dí = -JÉ 2 ■ áf = -J É 2 \ê r dr) 


(13) 


Si viajamos a lo largo de una línea radial desde a hasta b , escribimos dl = dr = ê r dr: 
Reemplazando el valor dei campo eléctrico É 2 en la región II , se tiene: 

u / ^ \ 


Al/ =-J 


4Tte^r r j 


\ê r df) 


AV 


AV = 


Q_\[dü 


V 4 ^o 


í Q 1 

z-iY 

l 4 ^0 J 

V r J a 


Finalmente, la diferencia de potencial pedida vale: 


AV 


Q 


v 4 ^oy 


a b 


(14) 

(15) 

(16) 


(17) 


Equation Chapter (Next) Section 1 

2. a) Calcule la fuerza sobre una carga negativa Q { ) ubicada en el punto P , ejercida por 
una corona semicircular de radio interior a y radio exterior b , localizada tal como se 

r P' 


muestra en la figura. La densidad superficial de carga de la lâmina vale o = 


. La 


V r J 


carga Q { ’ está localizada en el punto de coordenadas (0,0, z ). 

b) Calcule el potencial electrostático creado por la corona semicircular en el punto P . 
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Solución. 

a) Cálculo de la fuerza sobre Q { ) . 


La carga diferencial dq viene dada por dq = udS' = <j(rdrdd) . Pero <j= — , por lo 

l r 


tanto. 


dq - f—1 (rdrdO) = fidrdO 


Por otra parte, de acuerdo a los ejes coordenados, los vectores r y r' vienen dados por: 

r = zk 


Luego, 


y su módulo vale 


/ / A ^ \ 
? = I rcosdi + rsin# j) 


(r -f') = ^-rcos 0i -rsinO j + zk^j 


? = J(rcosé?)~ + (rsiné?) + z 2 


-/ 2.2 
r-r = Vr + z 


Entonces, el campo eléctrico viene dado por 


É{?) = \ 


kdq ( r-r ) f kdq[-r cos 9í- r sin 6 j + zk) 


(r 2 + z 2 y 


Reemplazando dq' dada por (1), se tiene 


: {r) = kp\ 


drdd^-rcosdi -r sin# j + zk^j 


Separando integrales, tenemos 


=-*/H 




E z =kzP\ 


(r + z 2 )' 


rdr cos OdO 

(r 2 + zf> 

rdr sin 6d d 

drdO 

(r + rf 
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Las coordenadas r y 0 varían de manera independiente, por lo tanto podemos separar las 
integrales. La corona se forma cuando 0 varia entre 0 = 0 y 0 = K ,y cuando r varia entre 
r = a y r = b . En consecuencia, escribimos, 


b 1 TC 

E x = - kP J - 3/ J cos 0cl0 

(ii) 

a(r 2 + z 2 y 2 o 


E = kjB\ nlr J\ún0d0 

(12) 

«(r+z Y o 



(13) 


Haciendo primero las integrales sobre 0 , se obtiene 

71 TC 7t 

Jcos#<i# = sin<9|^ =0; jún0d0 = -cos#|^ = 2; J d0 = 0 = TT (14) 

0 0 0 

Usando estos resultados, las componentes dei campo eléctrico dadas por (11), (12) y (13), 
quedan 

E x = 0 (15) 

Por simetria sabíamos que la componente x dei campo eléctrico E x debía anularse, 
E= 0. 


u 

E y =-2kflj- 


" fr : + z 2 )'' 

e ^Í 7 ^ 

« [r+z Y 

Ahora hacemos las integrales sobre r y se obtiene: 


E v ={-2kj8) 


TlkzP 


lr 2 + z 2 


2 . 2 

Ir +z 


= (2 kp) 


_1_ 1 

W77 7777- 


lb 2 + z 2 ya 2 + z 2 


En consecuencia, el vector campo eléctrico resultante viene dado por 
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x , 0 A 1 1 U (zrkfd Y b a )- 

E(z) = {2k/3) . „ — / 2 , J + - / 2 2 ~ / 2 2 * (20) 

+ \la~ + z ) V z + z yja +z J 

Entonces, la fuerza sobre la carga Q { ) viene dada por: 


F = -QÉ{z ) (21) 

El signo menos aparece porque la carga es negativa, lo cual implica que la fuerza es de 


atracción. La fuerza vale: 


F = -Q(2kj3) 


lb 2 + z 2 \Ja 2 + z 2 


lb 2 + z 2 VíT + r 


k (22) 


b) Calcule el potencial electrostático creado por la corona semicircular en el punto P . 
El potencial electrostático viene dado por la expresión 

i/ _ f kdq 




donde dq y |r — r'| vienen dados por las expresiones obtenidas en el cálculo dei campo 
eléctrico, relaciones (1) y (5). Por lo tanto, (23) queda 

„i~\-[ k P drdG 


V(r) = J- 


Ir 2 + r 


Integrando primero sobre 6 desde 0 - 0 hasta 0 -n. tenemos 


u 

V (r) = Ttkfd^ 


La integral sobre r vale 


V (r) = 7rkp\n[^ 


J 2 . 2 

adr +z 


r + \jr 2 + z 2 


Finalmente, la diferencia de potencial pedido vale, 


V (r ) = Ttkfd = 7Ckp\n 


b + yjb 2 + z 2 
ci + v/ cr + z 2 
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Solucionario 

Primera Prueba de Electromagnetismo 
Ingeniería Plan Común 
Semestre de Otono 2013 

E- Un cilindro muy largo de radio 2 R tiene una densidad volumétrica de carga p 0 

distribuida homogéneamente. Sobre su eje existen dos agujeros esféricos , cada uno de radio 
R. 

a) Hallar el campo eléctrico E(x) sobre el eje X para valores de x> 2R. 

b) Hallar la diferencia de potencial electrostático ÁV = V(2R) -V(5R) entre los puntos 
x=5Ryx=2R 



Solución: 

la) Hallar el campo eléctrico E{x) sobre el eje X para valores de x> 2 R . 

Usando el principio de superposición, el campo resultante viene dado por la siguiente 
expresión: 
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Ê = (E c ~ 2 E e cosô)i , donde E c es el módulo dei campo dei cilindro de radio 2 R y donde 
E e es el módulo dei campo creado por cada una de las esferas de radio R . La componente 
E dei campo se anula por simetria. 


Campo de un cilindro muy largo . Se usa una Gaussiana de radio r>2Ry altura h : 


<j) È c • dS = 


Qn 


E , 271 rh = 


_ P 0 ^^cilindro 


E27trh = 


p Q 7T(2R) 2 h _ 2jo 0 R 2 


_ ro 


=>E = 


£ () r 


En el punto .r se cumple que r = x, luego el campo dei cilindro vale: E (x) ■ 


2p 0 R- 

£ q X 


Vectorialmente escribimos: 



Campo de una esfera. Se usa Gaussiana de radio r>R : 


d) É-dS 

e 


dn 


EAftr 


2 PoK 


0 v esfera 


E An r~ 




£ 0 £ 0 3e 0 


E - 


3 £ 0 r- 


En el punto ^ se cumple que r = V* 2 + R~ , luego el módulo dei campo eléctrico creado 
por la esfera en el punto v: viene dado por: 


Po R 


E =E02^- 


Po R 


3 £ 0 r 2 3£ 0 {x 2 +R 2 ) 


Vectorialmente escribimos para el campo creado por la esfera de arriba (up): 


Ef (x) = E (- cos 6 i + sin 6 j) =-—-r- (- cos 6 i + sin 0 j ) 

c e 3£ Q (x 2 + R 2 ) 


Vectorialmente escribimos para el campo creado por la esfera de abajo (down): 



Los vectores que representan a los campos creados por cada una de las esferas apuntan en 
dirección a cada esfera, porque al aplicar el principio de superposición consideramos que su 
densidad p 0 es negativa. 
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El campo resultante en el punto x se obtiene sumando vectorialmente todos los campos, es 
decir, superponiendo todos los campos: 

É = É c (x) + É“ p (x) + Éf’ wn (x) 

Con lo cual se obtiene: É = (E c - 2 E e cos0)i , explícitamente se tiene: 

2p 0 R~ 2p o R 3 cos0 - 

[ £ o x 3^ (x 2 +i? 2 )J 

Las componentes a lo largo dei eje Y se anulan entre sí. El campo resultante sólo tiene 

X X 

componente a lo largo dei eje X. De la figura se ve claramente que cos 0 = — = , , 

r sjx : + R : 

por lo tanto, el campo resultante dei cilindro de carga con dos agujeros esféricos queda: 



lb) Hallar la diferencia de potencial electrostático AE = V(2R)-V(5R) entre los puntos 
x = 5R y x = 2R 

b 

La diferencia de potencial se obtiene a través de la expresión: V(b) - V(a) = -J É ■ dí . 


En este caso nos movemos a lo largo dei eje x, por lo tanto, después de realizar el producto 
punto y cambiar la diferencial, escribimos: 

2 R 

AV = V(2/?)—V(5/f) = — J E(x)dx 

5 R 

Usando el campo obtenido anteriormente, nos queda: 
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AV = V(2R)-V(5R) = - 


2ppR 2 


ln —+ 
5 


1 

3V5 


1 

3V26 


2.- Hallar el campo eléctrico E(r ) y el potencial electrostático V(r)en función de la 
distancia radial r, en cada una de las regiones, para la configuración formada por una 

esfera central de radio a con distribución de carga radialmente simétrica dada por p = — 

r 

para 0 <r <a con /? = cte ., rodeada por un cascarón metálico entre r = a y r =b que lleva 
una carga Q = -xaa 2 en su superfície. 



Solución: 

2a) Cálculo dei campo eléctrico 


Se usará la ley de Gauss para calcular el campo en cada región: (j) É ■ dS = 


Qneta 


Región I: 0 < r < a 


Se usa una Gaussiana de radio r < a 



^ EAnr 


Í r<a 

„ fXrW 

£ 0 


Pero, la densidad volumétrica de carga depende de la distancia radial: p - — para 0 < r < a 

r 

con [3 = cte., reemplazando en la integral y recordando que la diferencial de volumen de la 
esfera viene dada por dV = 4 7tr 2 dr, podemos escribir: 
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2 1 f r - a /3 2 , 4^5 rr<a 

EAftr' =— —4 7tr~dr = - rdr = 

p Jo r <? Jo 


4;r/?r 2 

2 £„ 


Simplificando se tiene finalmente E f el campo eléctrico en la región I: 


E,= 


P 


2e n 


Región II: a<r<b 

Se usa Gaussiana de radio a<r <b . En este caso sabemos que el campo eléctrico estático 
es cero en el interior de un conductor, por lo tanto: 


En= 0 


Es importante recordar que se produce inducción de cargas en el metal de modo que el 
campo en el interior es cero, es decir, de la ley de Gauss se infiere que 

j>É-dS =^^0 = q neta , es decir, la carga neta encerrada en la Gaussiana debe ser cero, 


por lo que debe haber carga inducida Q ind en la superfície interior dei conductor, tal que la 
suma con la carga total interior q int encerrada en la esfera de radio r = a debe ser cero: 
q l + Qind = 0- Vemos así que la carga inducida tiene la misma magnitud que la carga total 


interior q int de la esfera de radio r = a, a saber: Q ind = —q j 



Finalmente, la carga total q ml en la esfera interior de radio r = a vale 
q t = lufja 2 

y la carga inducida en el metal vale: 

Naturalmente que en la superfície exterior dei metal aparece también la misma cantidad de 
carga inducida pero de signo opuesto, que modo tal que la suma de toda la carga inducida 
en el metal es cero. 

Región III: b < r 

Se usa Gaussiana de radio b < r 

Debemos recordar que el sistema de esferas tiene dos tipos de cargas libres: la carga en la 
esfera interior recién calculada: - y ] a ca rga libre en la superfície exterior dei 
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metal: n(Xa de modo que la carga total encerrada en la Gaussiana de b <r viene 

dada por 

<1 neta encerrada = C h + de = ~ = KiC {ijd-O). 

Ahora aplicamos Gauss 

, q ncrilB-a] 

E in dnr 2 = - L 

Finalmente, el campo fuera de las esferas viene dado por: 



2b) Cálculo dei potencial electrostático 

Calcularemos el potencial como función de la distancia radial r usando la relación: 


r 

V(r) = -$Édí 


Comenzaremos desde la región III hasta la región I 


Región III: b < r 

a 2 

En esta región el campo eléctrico vale E m - -^-, por lo tanto, la integral queda 


4 e 0 r 


b<r 


y ///( r ) = -J E nA = - J 

Obteniéndose finalmente 


b<r a 2 (2j3-a) 


4 e 0 r~ 


dr 



Región II: a <r <b 


En esta región la integral para calcular el potencial se debe separar en dos porque la integral 
atraviesa dos regiones distintas: 

a<r<b b a<r<b 

V m (r) — - J Edr = -J E in dr - J E n dr 

oo oo b 
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Los campos en cada región son: E UI 


a (2(3-a) 
4e/- 


y E n = 0. Reemplazando en la integral 


anterior, tenemos 


V„(r) = -f 


h a 2 


(20-a) 

4e„r 


a<r<b 


dr ~ J 


Odr ■ 


'(20-a) 
4e„b 


Finalmente: 


V n (r) = 


a 2 (2(3-a) 

4 £<P 


Vemos así que el potencial en el interior dei metal es constante, es decir, el conductor en 
estado estático siempre es un volumen equipotencial. 

Región I: 0 < r < a 

La integral dei potencial se escribe 

r<a b a r<a 

V, ( r ) = - j EV/r = - J E m dr - J E u dr - J E t dr 

°o oo ba 


Los campos en cada región son: E m 
queda 

b r<a 

V, (r) = — J E m dr - J E t dr 


a(2B-a) (3 

---j-, £ í( =0y£,= -— , luego la integral 

4 ej 2e n 


Reemplazando los campos 


u 

V I {r) = -\ 


a 2 ( 2(3-a ) 


4 £ 0 r 


dr- 


2 Sr, 


dr 


Integrando se tiene el potencial en la región I: 


v(r) . a d20-«) 

P ( r n \ 

A> ~ 4e„b 

2s * 


En resumen, el potencial como función de r en cada región queda 
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VAr) 


(2 P-a) p 


4 


2e„ 


( r~a ) 


P(r) = 


V n (r) = 


V m (r) = 


a 2 (2 fi-OÍ) 
4-£ 0 b 

a 2 (10-a) 
4e 0 r 


0<r <a 

a<r <b 

b<r 


región I 
región II 
región III 


3.- Una varilla horizontal de largo 2 L tiene una densidad lineal de carga homogénea Ã 0 . 
Justo sobre su centro y a una altura h se encuentra una segunda varilla de largo d con 
densidad lineal de carga X - ay , con a - cte. Calcule la fuerza resultante F ejercida por 
la varilla horizontal sobre la varilla vertical. 



Solución: 

Primero calculamos el campo eléctrico generado por una varilla horizontal de largo 2 L a 
una distancia variable y sobre su centro. 
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r kdq(r -r') 

El campo eléctrico viene dado por la expresión E(r) = J-—. En este caso los 


r — r 


vectores ryr' vienen dados por: r-y j y f' = xi. Luego (r — r') = —xi + y j y su 
módulo viene dado por | r - r'\ = yjx 2 + y 2 . El campo se expresa entonces como: 

,dq(-xi+y j) 


É(r) = k\- 


(x 2 + y 2 ) 2 


Pero la carga está distribuida homogéneamente en la varilla horizontal: dq = À (j dx , luego, 



Integrando entre los limites —L y L , se tiene: 

É(r) = k\ J- XCÍX J + k\y J-—— p 

_i (.r 2 + y 2 )^ ~ L (x 2 + y 2 } 2 


Calculando cada integral, tenemos 


É(r ) = i kÀ Q 






-L 


2 / 2 . 2 
; p +y 


Sólo sobrevive la componente y dei campo, ya que por argumentos de simetria vemos que 
la componente x debe anular se: 


É(r) 


2 k 'j 

y^ü + f 1 


Calculemos ahora la fuerza ejercida por el campo eléctrico de la varilla horizontal sobre 
cada elemento de carga diferencial dq = Àdy = aydy dei alambre vertical de largo d , 
ubicado a una altura h sobre la varilla de horizontal. 

Sabemos que sobre cada elemento diferencial de carga de la varilla vertical se ejerce una 
fuerza diferencial dada por la siguiente expresión: dF = Edq = Eaydy 
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[ 



Por lo tanto, la fuerza total sobre el alambre vertical viene dada por la integral desde y = h 
hasta y = h + d 

J J j 2 , 2 

h h y^L + y 

Integrando 

h+d , , - \h+d 

F = IkÃ^aL [ , - j = IkÃ^aLlmy + Jl 2 + v 2 ) j 

* JT 2 +v 2 X " ’h 


Se tiene la fuerza pedida: 
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Solucionario 

Primera Prueba de Electromagnetismo 
Ingeniería Plan Común 
Semestre de Primavera 2010 

1. Se tiene dos esferas de radio 2 R cada una y ambas con la misma densidad volumétrica 
de carga p constante. En la esfera de la izquierda existe un agujero de radio R . Hallar 

el campo eléctrico E en un punto P ubicado justo sobre el eje Y . 



Solución: 

El campo eléctrico resultante en el punto P( 0, y) viene dado por la superposición de los 
campos eléctricos creados por dos esferas idênticas de radio 2 R y densidad volumétrica de 
carga p y por el campo eléctrico creado por una esfera de radio R y densidad volumétrica 
de carga —p (esta última esfera corresponde al agujero esférico). 


Dado que el punto P(0, y) está afuera de todas las esferas, calcularemos el campo eléctrico 
fuera de una esfera usando ley de Gauss: 
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Usando una Gaussiana esférica de radio r mayor que el radio de la esfera, y considerando 
que la dirección dei campo eléctrico es paralela a la diferencial de superfície en cada 
punto, se tiene 

jj EdS = ^ 

£ o 

Dado que el módulo dei campo eléctrico E tiene el mismo valor sobre la superfície de la 
esfera Gaussiana, podemos sacar E fuera de la integral, 


EAnr 


dn 


q n 


kc ln 


An £ n r 2 


Obteniéndose finalmente: 


_ k dneta 


Nota: El campo eléctrico exterior a una distribución esférica de carga tiene la misma forma 
que el campo eléctrico creado por una carga puntual. 


Ahora que tenemos conocido el valor dei módulo dei campo eléctrico fuera de cada esfera, 
calculemos para cada una de ellas el valor dei campo vectorial, es decir, debemos hallar 
para cada una de las esferas, el campo eléctrico en la forma: 

77 _ k tfneta 7 


donde ê es un vector unitário en la dirección que va desde el origen de la esfera de carga 
que crea el campo hacia el punto P(0, y) donde se medirá el campo. Sea E d el campo 


creado por la esfera de la derecha, E i el campo creado por la esfera izquierda y E a el 
campo creado por el agujero (ver figura) 
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Los vectores unitários vienen dados en función de los ângulos 9 y </> en la forma: 

yv A A A A A A A A 

e d = -cos 9 i + sin 9 j , e { = cos 9 i + sin 9 j , e a = cos (/) i + sin (j) j 

donde 

2 R y 

cos 9 = —-r sin 9 = —j= ' 

yj4R 2 + y 2 yj4R 2 +y 2 

, R . , y 

cos (j) = —j====, sm^ = - r == 

V* +y V* +y 

A 2 R ? y y 

e d =~ I = ■ l + i . / ./ 

V4.R- + v 2 + y 

A 2 R ? y - 

g ,= 7 , = * + 7 , yj 

^4/?- + / + y 

A R ? y y 
e « = i = , ? + / , , J 

y]R +y yj.R- + y 2 
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Calculemos ahora la carga neta de cada esfera, recordando que la densidad volumétrica de 

4 71 r 3 

carga es constante y que el volumen de la esfera es V = —-—, es decir, 
r 4nr 3 

q = J pdV = pV = p —-—. Usando esta expresión para cada esfera tenemos: 


d d 


Qi 


da 


p47T(2R) 3 'ilpKR 3 


3 3 

p4n(2R) 3 _ 22pnR 3 
3 ~~ 3 

- pAnR 3 


Ahora podemos escribir cada campo eléctrico: 


k d d 


kc ld 


r] (4 R 2 + y 2 ) 


E d = 


22kp7iR 3 


2 R 


3(4 R 2 + y 2 ){ ^4R 2 + y 2 


l + 


^4 R 2 + y 2 



i £ j= ,.3 ã (- 2R ‘+yj) 

3í„(4 R +y) 

Del mismo modo se obtiene E 



iç = ,* pR 2 an ( 2 Rí+ y}) 

Je n (4R 2 +y 2 ) 


El campo dei agujero viene dado por: 

É =^Lê - k(/ " c 

r a (iC + y 2 ) 


264 



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo 



El campo resultante de la superposición de los tres campos viene dado por: 

ÉR = Éd+ Éj + £ a 

Reemplazando los valores obtenidos de cada campo eléctrico nos queda: 


?>2kp7rR i 
3(4 R 2 + y 2 f 


(-2 Ri + y ]) + 


HkpnR 2 
3(4 R 2 + y 2 f 


(2 RÍ 


AkpnR? 
3(R 2 + y 2 f 


Simplificando obtenemos finalmente el campo resultante: 



2. a) Hallar el campo eléctrico E(r) en cada una de las tres regiones 7, II y III indicadas 
en la figura para la configuración formada por cilindros muy largos de rádios ay b. 
Considere que todo el estúdio se hará para valores de r tales que a<Z?<lyr<l.Enel 
centro existe un cilindro metálico de radio a sin carga neta , rodeado por una 

a 

distribución de carga radialmente simétrica dada por p~— para a<r <b con 

r 

a = cte. b) Calcular el potencial electrostático V (r) en cada región, sabiendo que el 
punto de referencia r ref donde el potencial se hace cero V(r nf ) = 0 es justo el punto 
r ref = 1, tal como se muestra en la figura de la derecha. 
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Vista de perfil Vista de frente indicando las regiones 

Solución: 

Región I: 0 <r<a. 

Se trata de un metal descargado en equilibrio electrostático, por lo tanto: 



Región II: a<r<b 

oc 

En esta región existe una distribución volumétrica de carga dada por p = — . 

r 

Dado que los cilindros son muy largos, existe suficiente simetria para que podamos usar la 
ley de de Gauss (j) É ■ dS = 

£ o 

Consideremos una Gaussiana cilíndrica de altura h y de radio r, tal que a<r <b. 
Sabemos que la dirección dei campo eléctrico es paralela a la diferencial de superfície en 
cada punto dei manto cilíndrico, por lo tanto se cumple que EdS = EdS , y además 
sabemos que no hay contribución al flujo en la tapas de la superfície Gaussiana cilíndrica, 
porque en las tapas el campo eléctrico E es perpendicular a la diferencial de superfície dS 
de la tapa, por lo tanto, la ley de Gauss queda: 

jj EdS = J EdS = ^ 

manto ^*0 

Además el módulo dei campo eléctrico es constante sobre el manto cilíndrico, por lo que 
puede ser sacado dei signo integral, obteniéndose: 

E í dS=^ 

J £ 

manto 0 
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Usando la expresión para la superfície dei manto de la Gaussiana nos queda 
Elnrh = ^ 


Calculemos la carga total encerrada en la Gaussiana de radio r 




q neta = J pdV = J — [7.71 r dr h) = 2/ra7?j dr 

a 

d„e,a= 27rah ( r - a ) 

Reemplazando en Gauss E27Trh = nos q ue da 


E27Trh = 


2 7Tah[r-a) 


Simplificando se tiene finalmente el campo eléctrico en la Región II: 


a(r-a) a (, a^ 


£ 0 r 


1 - 

V rj 


Región III: b <r < r nf = 1 


Usamos una Gaussiana cilíndrica de altura h y radio r, tal que, b <r < r ref =1. Haciendo 

las mismas consideraciones anteriores respecto a las simetrias dei problema, podemos 
escribir 




E27Trh = — 

i 

Donde 

q neta = J pdV = Jl — (2 7Trdrh) = 27rah (b — a) 

a ^ ^ ' 

q„e,a= 2 xah(b-a) 

Reemplazando en la ley de Gauss 

2 7tcch ( b-a) 

E27Trh =--- 
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Se obtiene el campo eléctrico en la Región III: 



Cálculo dei potencial electrostático V(r) en cada una de las regiones: 

Como método de cálculo dei potencial usaremos la expresión: 

r 

V(r) = -J É-dí 

r ref 

Expresión en la que se considera que 

V(r*) = 0 

En nuestro caso la referencia r ref está en r ref = 1. 

Nota: Cuando nos movemos desde r ref = 1 hasta algún punto r dei sistema de cargas, se 

cumple que Edl = -Edl , pero a su vez, dl = -dr , por lo tanto, para este problema, 
siempre podemos escribir la siguiente expresión para el potencial 


V(r) = - J Edr 

r ref 


Potencial en la Región III: b<r< r ref = 1 


r>b 



r ref 


a(b-a) 

Usando E UJ =-, obtenemos 


£ 0 r 


r>b 

V m=-| 


a(b-a) cc{b-a) r ~f dr 

- -dr = - 


£ 0 r 


r ar 

J v 


V m = ■ 


a{b-a ) 


ln 


í \ 

r 




pero r ref = 1, por lo tanto el potencial electrostático en la Región III viene dado por: 
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Potencial en la Región II: a<r<b 

r<b b r 

V,, = — J Edr = - J E ni dr -J E n dr 


La primera integral no es más que el potencial V in (r) evaluado en r = b, es decir, 


a(b-a) a 

V m (r = b) = -ln b. Usando además el campo en la Región II: E n = — 


r a ^ 

1 -- 

V r) 


podemos escribir 
a(b-a) 


V„ = 


\nb- J E n dr 


0 b 

V„=- g(t ’~ a) lnt,-“fí 1 - 
^0 ^0 * V 

Evaluando la integral 

a ( b ~ a ),u a 


r) 


dr 


V„ = 


-ln b -(r-r/lnr)’ 


V n = - -\nb~—((r-b)-alnr + a\nb) 


V n = —{(a-b)\nb-(r-b) + a\n r - a\nb} 

£ o 

V n (r) = — {-èlnè + aln r-(r-è)} 

_£o_ 

Potencial en la Región I: r < a (dentro dei metal descargado) 

r<a bar 

Vj = - J Edr = - J E m dr -J E n dr - J E t dr 

r ref r ref h a 

El campo eléctrico en la Región I vale cero, E } = 0, luego el potencial electrostático en el 

metal resulta ser independiente de r, es decir, todo el volumen y la superfície dei metal 
tiene el mismo valor dei potencial. Esto significa que no se necesita realizar trabajo 
eléctrico para mover una carga de un punto a otro en el metal. 

b a 

V,(r) = - 1 E m dr -J E u dr 
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Las dos primeras integrales representan el potencial V n {r) justo en el punto r = a , es decir, 

cc 

V n (r = a) = — {-b\nb + a\na -(a -&)} 

^0 

Por lo tanto, el potencial electrostático en cualquier punto dei metal vale: 

Vj(r) = V n (r = a) = — {-Z?lnZ? + alna -(a-b)} 

£ 0 


V,(r) = -{-blnb + alna- (a-b)] 
£ o 


En resumen, el potencial en todo el espado viene dado por: 

a 


V(r) = 


-[-b\nb + a\na-(a-b)] si 0<r<i 


(X 

—{-Mn£ + alnr-(r-Z?)} si a<r<b 


a(b-a) 


lnr 


si b<r< r 


ref 


Nótese que el potencial es continuo en todo el espacio, es decir, 
V m (b) = V H (b) = -—(b-a)\nb 


V n {a) = V I (a ) = -{-b \nb + a\na-(a-b)} 


3. Problema obligatorio. La corona circular mostrada en la figura tiene una densidad de 
carga uniforme o y radio interior r = a y radio exterior r e =b. Justo sobre el eje de la 
corona y a una distancia D de su centro se encuentra una varilla de largo L que tiene 
una densidad lineal de carga uniforme X . Calcule la fuerza resultante F ejercida por la 
corona sobre la varilla. 
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Solución: 


Este problema puede ser resuelto de varias maneras. En primer lugar elegiremos hacerlo 
considerando que la corona esta formada de un número infinito de alambres 
circunferenciales de radio r que lleva una carga diferencia dq , cada uno de los cuales 
produce un campo diferencial dE que apunta a lo largo dei eje de simetria dei alambre y de 
la corona. En segundo lugar lo haremos empleando el campo creado por un elemento de 
carga de la corona en un punto sobre su eje de simetria. 

Primer método: 

Campo eléctrico creado por un alambre circular cargado: 

Calculemos el campo creado por un alambre de radio r y carga q a una distancia z sobre 
el eje de simetria dei alambre. La figura muestra el campo diferencial dE creado por una 
carga diferencial dq' en un punto dei eje z ■ 


dq' 



Usando la ley de Coulomb, el módulo dE dei campo viene dado por 



donde l = \r -r'\ = \Jr 2 


Por simetria, el campo total creado por el alambre sólo tiene componente a lo largo dei eje 
z : 
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se obtiene 
k z dq' 


-[■ 


V 


Pero cuando se recorre todo el alambre circular para generar el campo resultante, no varían 
ni z ni /, por lo que pueden ser sacados de la integral 

E='y\ dq ' 

La integral no es más que la carga total dei alambre q = í dq , así que el campo total creado 


por el alambre viene dado por 



Campo eléctrico creado por una corona circular cargada: 

Consideramos que la corona está formada por un número infinito de alambres de distintos 
rádios, y que cada alambre de carga diferencial dq genera un campo diferencial dE . Este 
campo diferencial es justamente el campo dei alambre recién encontrado: 




donde dq' se expresa en función de la densidad superficial de carga <7 =- en la forma 

dA 

dq' = o d A . 

El campo total es la suma o superposición de todos estos campos diferenciales, es decir, 


r—b r=b 

E=]dE=j 


k zdq 


r—u 

= í 


kzo dA 

\ 3/2 


l(r 2 + z 2 ) m ,i.(r J + r) 
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La diferencial de superfície de la corona viene dada por dA = 2n r dr , por lo tanto la 
integral queda 

E = izkazl rdr , n 
L(r+z 2 ) 

Integrando 

b 

E = 27tk<7z — , 

JETe. 

Simplificando, obtenemos la forma final dei campo creado por la corona: 


E - ° 

1 

1 

Cd 

1 

2 £ 0 

_\la 2 + z 2 'Jb 2 + z 2 \ 


Segundo método. 

Campo eléctrico creado por un elemento diferencial de carga localizado en la corona. 

El origen dei sistema de referencia está en el centro de la corona, por lo tanto, de acuerdo a 
la figura, los vectores r y r' vienen dados por: 

r = zk 
r = xi + yj 


dq 



Expresando x e y en coordenadas polares, tenemos: 
x = r cos0, y = r sin# 

donde r es el radio de la circunferência que pasa por el elemento diferencial de carga de 
coordenadas polares (r,0) y 0 es el ângulo que hace dicho elemento diferencial de carga 
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con el eje x. La corona se genera cuando r varia desde r = a hasta r = b y el ângulo 0 
varia desde (9 = 0 hasta 0 = 271. 

Entonces, 

r-r' = -r cos Oi -rsinOj + zk 
y su módulo vale: 

\r-r | = \r + z 

El campo eléctrico viene dado por 



donde dq = adA' = <j(rdOdr), reemplazando arriba, nos queda: 


£(?) = J 


k a 


( rdOdr ) |- 


r cos Oi -rsin 


yv ^ \ 

Oj + zkj 


(2 2 

(r~ + y ) 


Las integrales sobre los ângulos se anulan, y sólo queda la componente z 
2irb rdrdO b 


E(z ) = kaz J J 


0 a 


( 2 2 

[r+y ) 


■k27T <J zj 


rdr 


( 2 2 

(r- + r) 


Integrando 


r 


E(z) = k27T az 


-1 


3 




v v ' z J a 

Obtenemos la misma expresión que antes dei campo eléctrico de una corona de carga: 


E(z)~ ° 

1 

Cd 

1 

Cd 

1 

2 £*o 

_ja 2 + z 2 yjb 2 + z 2 \ 


Cálculo de la fuerza eléctrica sobre una varilla cargada: 

Ahora calcularemos la fuerza eléctrica sobre la varilla. La fuerza diferencial dF sobre cada 
carga diferencial dq de la varilla viene dada por la expresión dF = dq E . donde E es el 
campo eléctrico generado por la corona sobre su eje z que acabamos de calcular. 
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La diferencial de carga se expresa en función de la densidad lineal de carga 
dq = À clz . La fuerza resultante sobre el alambre viene dada por 

D+L D+L 


F = J dqE= J ÃdzE 


Usando el valor dei campo recién encontrado E 


2fn 




■JbEE 


F = 


Â<7 


D+L 


2e, 


1 


zdz 


D+L 


0 b da 2 +Z 2 


À(T r 

~2e. ' 


zdz 


yjb 


2 . 2 
+ z 


\ Cl + z ^0 D 
Integrando tenemos la fuerza total sobre la varilla 


F = 


Xo 


2e n 


<Ja 2 +(D + L) 2 -Ja 2 +D 2 b 2 +(D + Lf + y/b 2 + L 2 


X en la forma 


, se tiene 
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2.3.1 Unidad III: Solucionario de Pruebas 


Solucionado 

Segunda Prueba de Cátedra 
Electromagnetismo FI-604 
Semestre de Primavera 2012 


1. El circuito de la figura tiene todas las resistências iguales y valen R = l(í2). Las Fem 


valen e x =10(V) y £ 2 =6(V). Calcule: 

a) La corriente eléctrica en cada resistência. 

b) La diferencia de potencial entre los puntos d y b , es decir, calcular 


A V db =(V b -V d ). 


R 



Solución: 

a) Calcular la comente eléctrica en cada resistência. 

Elegimos método de corriente por malla en la forma que se indica en la figura. 

Usando las ecuaciones de Kirchhoff para la suma de las diferencias de potencial en cada 
malla, se obtienen las siguientes ecuaciones, según la malla indicada y la dirección indicada 
para recorreria: 
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malla: aeda : 

-£ 2 + {l 1 -I 3 )R 4 +I\R l = 0 (1.1) 

malla: aeba: 

-£ 2 +(l 2 +I 3 )R 3 + I 2 R 2 =0 (1.2) 

malla: bcdb : 

-£ x + IA +{I 3 -I 1 )R 4 +{I 2 + I 3 )R 3 = 0 (1.3) 

Usando los datos numéricos se tiene: 

2/, - 1 3 = 6 

21 2 +I 3 =6 (1.4) 

3/ 3 -/,+/, =10 

despejando, se obtienen las comentes por malla: 

/, =5.5(A), 1 2 =0.5 (A), 7 3 =5.0(A) (1.5) 

Por la resistência 7? 4 pasa la corriente neta / A , 

I Ri =/ 1 -/ 3 =5.5(A)-5.0(A) = 0.5(A) (1.6) 

Por la resistência R 3 pasa la corriente neta I R 

Ir , =/ 2 + / 3 =0.5(A) + 5.0(A) = 5.5(A) (1.7) 

b) Calcular la diferencia de potencial entre los puntos d y b, es decir, calcular 

La figura muestra la región donde calcularemos la diferencia de potencial y las corrientes 
que circulan. 
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Siguiendo el camino deb , se tiene 

V d -l R R 4 + l R R 3 =V b (1-8) 

despejando la diferencia de potencial AV db = V h - V d , se tiene 

W db =V b -V d =-I R R 4 +I R R 3 (1.9) 

usando los valores numéricos, obtenemos 

AV db =V b -V d = -0.5(A)xl(Q) + 5.5(A)xl(Q) = 5.0(V) (1.10) 

AV db =V b -V d =5.0{V) (1.11) 


2. Se tienen dos condensadores de placas paralelas Cj y C, , ambos, de área A y 
separación d , con capacitancias iguales C 0 . Ambos condensadores se mantienen 
conectados a una Fem de valor AV 0 . Luego se introduce un dieléctrico distinto en cada 
uno de los condensadores en la forma que se indica. En Cj el dieléctrico tiene constante 
y ocupa la mitad dei área de las placas. En C 2 el dieléctrico tiene constante K 2 y 

í -') 

V 2 J ' 


espesor 


antes después 







c, 

C 2 



1 1 . 

^ 1 



1 ■ 





*1 
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Antes de introducir los dieléctricos, calcular: 

a) La capacitancia equivalente. 

b) Las cargas iniciales Q x ( . y Q 7 ( en cada condensador 

Después de introducir los dieléctricos, calcular: 

c) La capacitancia de C, y C 2 . 

d) La capacitancia equivalente dei sistema. 

e) Las cargas finales Q x f y Q lf en cada condensador. 

Solución: 


Antes de introducir los dieléctricos. 

a) Ccdcular la capacitancia equivalente. 

Dado que los condensadores están en paralelo, y que C, = C 2 = C 0 , se tiene 


^eq.inicial = C, + C 7 = 2C Q (2.1) 

La diferencia de potencial AV 0 dei circuito equivalente es constante, luego, la carga total 
inicial vale 


Qinicial ^'eq.paralelo^^D 


( 2 . 2 ) 

(2.3) 


Qinicial — 2C 0 AV 0 

b) Ccdcular las cargas iniciales Q x ( . y ; c/7 cada condensador. 

Cada condensador tiene la misma diferencia de potencial AV 0 porque están en paralelo, 
luego, la carga en cada uno de ellos viene dada por 

Qu = CAV 0 = C 0 AV 0 (2.4) 

Qy = C 2 AL 0 = C 0 AV 0 (2.5) 


Nótese que la carga total inicial Q inicial , es igual a la suma de las cargas de cada 
condensador, como debe ser para una conexión en paralelo, es decir, 

a* w =Gu+e w =2C 0 AV 0 (2.6) 

Después de introducir los dieléctricos. 

c) Calcular la capacitancia de C, y C 2 . 
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El condensador C, se puede considerar como dos condensadores C u y C 12 conectados en 


paralelo, cada uno de los cuales ocupa la mitad dei área A dei condensador C t original. La 
capacitancia de cada condensador viene dada por 


£ ° 9 c a ç 

C ,, = —-—- = = —, dieléctrico aire 

u d 2d 2 


, A 
kA, ~ 


2 J _ k { £ 0 A _ k { C Q 


, dieléctrico de cte. k l 


La capacitancia C, f de los dos condensadores conectados en paralelo, viene dada por 


c =c +c 


Ço_( 

2 2 { 2 


Cu = 


( 2 . 10 ) 


La capacitancia crece porque 


El condensador C, se puede considerar como dos condensadores C 21 y C 22 conectados en 


serie, cada uno de los cuales tiene área A pero tiene la mitad de la separación de placas dei 
condensador C 2 original. La capacitancia de cada condensador viene dada por 


C 2 , = = 2 C 0 , dieléctrico aire 


( 2 . 11 ) 


- 2k 2 £ 0 A _ dieléctrico de cte. k 2 

d} d 2 0 2 


( 2 . 12 ) 


La capacitancia C 2 f de los dos condensadores conectados en serie, viene dada por 

1 _ 1 J__J_ 1 _ (l + fc 2 ) 

C 2,f C 2,l C 2.2 2C 0 2k 2 C 0 2k 2 C () 


(2.13) 


Invirtiendo este resultado se obtiene la capacitancia C 2 f de los dos condensadores C 2 , y 


C 2 2 conectados en serie 
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r = 

'-'2,/ 


(2.14) 


La capacitancia crece porque -— > 1. 

U + ^2 ) 

d) Calcular la capacitancia equivalente dei sistema. 

Ahora que hemos encontrado la capacitancia de cada condensador después de introducir los 
dieléctricos, podemos calcular la capacitancia equivalente total debida a la conexión en 
paralelo de C { f y C 2 f . Recordemos que las capacitancias en paralelo de suman, luego 


c = c +c 

^eq, final ^1^ W,/ 

Reemplazando los valores encontrados en (2.10) y (2.14), tenemos 


c = c +c 

^ eq,final '-'1,/ ~ '-'2,/ 


IL C + 


(2.15) 


(2.16) 


\ + k, 2L 

= - L +-— 

, 2 1 + C 


(2.17) 


_( + + k 2 )+ 4^ 

eq - fmal { 2(1 + k 2 ) ) 0 

e) Calcular las cargas finales Q l f y Q 2 f en cada condensador. 

En principio podemos ver que la carga total final Q fjnal viene dada por 

Qfmal — ^ea.final^O 


Afinal '-'eq,final ^ v 0 

(\ + k x ){\ + k 2 ) + 4k 2 
2(1 + k 2 ) 


QAV 0 


(2.18) 


(2.19) 


( 2 . 20 ) 


Reemplazando la carga total inicial Q inicial = 2C 0 AV 0 , dada por relación (2.3) en Q fmal , 


tenemos la siguiente relación entre las cargas totales inicial y final: 


Q final 


(l + /íj) (l + k 2 ) + 4 k~, 
4(l + * 2 ) 


( 2 . 21 ) 


Pero la cantidad entre parêntesis es mayor o igual que uno, es decir, 

(l + k l )(l + k 2 ) + 4k 2 

4(l + * 2 ) 


( 2 . 22 ) 
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La igualdad se cumple sólo para el caso limite k x = k 2 = 1 . En general, la carga total final 
Q final es ma y° r q ue la carga total inicial Qmician es decir, Q final > Q inicial . Este aumento de 
carga lo entrega la Fem que está siempre conectada. 

Ahora podemos estudiar la carga final en cada condensador con dieléctrico. Dado que 
ambos están conectados en paralelo, se cumple que 

Q\j=C Kf AV 0 (2.23) 

Q 2f =C 2f AV 0 (2.24) 

Usando los valores de C lf y C 2f , dados por (2.10) y (2.14), respectivamente, obtenemos 

(\ + b 3 

Qfif = -r^ C 0 AV 0 (2.25) 

V 2 J 

( 2k ^ 

Q 2 f = —f- CqAVq (2.26) 

^1 + ^2 ) 

Finalmente podemos expresar estos resultados en función de la carga inicial de cada 
condensador por separado, es decir, en función de Q l j = C 0 AV 0 y de Q 2 , = C 0 AV 0 . 

(\ + b \ 

Qij = -r 1 - Qu (2-27) 

V 2 J 
( 2k ^ 

Qxf = VT- (2 - 28) 

[l + k 2 J 

En consecuencia, la carga en ambos condensadores con dieléctrico ha crecido. 
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Solucionado 

Segunda Prueba de Cátedra 
Electromagnetismo FI-604 
Semestre de Otono 2014 

1.- En el circuito de la figura, las resistências valen: R í = l(í2), R 2 = 2(í2), R 3 =3(í2) y 
R 4 = 4(í 2) , y las Fem valen e 1 =5(V) y £ 2 =2(V). Calcule: 

c) (1.0 pto.) La corriente eléctrica en cada resistência. 

d) (1.0 pto.) La diferencia de potencial entre los puntos h y e , es decir, calcular 

(r.-vp 

e) (1.0 pto.) La diferencia de potencial entre los puntos a y g , es decir, calcular 

(v.-v.) 



Solución: 

a) Calcule la corriente eléctrica en cada resistência. 

Usaremos el método de las corrientes por malla. Suponemos que las corrientes vienen como 
se indica en la figura. 
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Ahora podemos aplicar la ley de Kirchhoff que establece que la suma 

potencial en un circuito vale cero. 

Trayectoria a-b-c-d-a: 

de diferencias de 

R 2{h~h)- R J\ + £ i =o 

(1.1) 

Trayectoria b-e-h-c-b: 


£ 2 — R 3 (^2 + ^3 ) _ ^2 (A _ ^2 ) = 0 

(1.2) 

Trayectoria a-b-e-f-g-h-c-d-a: 


R 4 f —RJ i +£\ =0 

(1.3) 

Usando los datos numéricos, las ecuaciones quedan: 


—3/j + 21 2 + 5 = 0 

(1.4) 

27 ,- 5 / 3-373 + 2 = 0 

(1.5) 

47 3 -7,+5 = 0 

(1.6) 

Resolviendo este sistema de ecuaciones se encuentran las tres corrientes: 


Í,= § (A)=2-92(A) 

(1.7) 

Al 

Í2 = 25 (A) = L88(A) 

(1.8) 

/j= “§ (A) = “°' 52(A) 

(1.9) 


El signo negativo de la comente / 3 indica que el sentido de la corriente es el opuesto al que 
supusimos al comienzo, sin embargo, su valor numérico está correcto. 

La corriente que cruza por /?, es 7, = 2,92(A), subiendo. La corriente que cruza por R 4 es 

/ 3 =0.52(A), bajando. Las corrientes netas que cruzan las resistências R 2 y R 3 son las 
siguientes: 

R 2 =>I r = /,-/ 2 =(2.92-1.88) = 1.04(A) = ||(A), bajando (1.10) 

14 

=/ 2 + / 3 =1.88 + (-0.52) = 1,36(A) = ^(A), bajando (1.11) 
b) Calcule la diferencia de potencial entre los puntos h y e, es decir, calcular (V h — V e ). 
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Siguiendo el camino especificado, se tiene 


V e +s 2 -R 3 (I 2 + I 3 ) = V h 


despejando 


K-V =2-3 


"47 

v25 


LP 
25 J 


v h - V e=~^(V) = -2.0S(V) 


( 1 . 12 ) 

(1.13) 

(1.14) 


c) Calcule la diferencia de potencial entre los puntos a y g, es decir, calcular [V a —V ). 
Siguiendo el camino a-d-c-h-g, se tiene 

V a -e x + M=V g (1.15) 


despejando 


V -V =£ -RI 

v a v g C 1 iv lM 


52 


K-V í =5-2.92 = + -(A) = +2.08(A) 


(1.16) 

(1.17) 


2.- Se tienen tres condensadores C p C 2 y C 3 de placas paralelas, idênticos, de capacitancia 
C 0 cada uno. La conexión mixta de los condensadores se mantiene conectada a una Fem de 
valor AV 0 como lo muestra la figura 1. Luego se introducen dieléctricos de constantes k í y 
k n como se indica, y en la forma que se indica, de modo que el dieléctrico de constante k í 

llena justo un tercio dei área ( — ) de las placas dei condensador Cj, y el dieléctrico de 
constante k 2 llena un cuarto de la distancia ( — ) que separa las placas dei condensador C 3 . 
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Antes 



Después 



Antes de introducir los dieléctricos, calcular 

a) La capacitancia equivalente dei sistema 

b) La carga total inicial dei sistema. 

c) Las cargas iniciales Q x , Q 2i y Q, , en cada condensador 

d) Las diferencias de potencial AVj,, AV 2 y AV, ( . a través de cada condensador. 

Después de introducir los dieléctricos, calcular 

e) La capacitancia equivalente de los condensadores con dieléctrico. 

f) La capacitancia equivalente dei sistema. 

g) La carga total final dei sistema 

h) Las cargas finales Q x f , Q 2f y Q, f en cada condensador. 

i) Las diferencias de potencial final AV, f y AV 2 f y AV 3 f a través de cada condensador. 
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Solución: 

Antes de introducir los dieléctricos, calcular 


Antes 



a) La capacitancia equivalente dei sistema. 

Todos los condensadores tienen capacitancia C 0 . Los condensadores C, y C 2 están en 
serie, luego su capacitancia equivalente viene dada por: 


1 - 2 


C, 


12 


c c c c 

'-'1 ^2 '-'0 '-'0 


c, 


( 2 . 1 ) 


C n 


Invirtiendo la relación, se tiene, C 12 = . Este condensador equivalente esta en 


paralelo con C 3 , por lo tanto, C tot la capacitancia equivalente de todo el circuito viene 
dada por: 

C„=C, 1 + C J =Y + C 0 = |c 0 (2,2) 

b) La carga total inicicd dei sistema. 

La carga total Q tot está relacionada con la capacitancia total C tot y la diferencia de 
potencial AV 0 entre las placas de C tot , en la forma 


e„ =c„av„ 

(2.3) 

8,, =^c„ AV 0 

(2.4) 


c) Las cargas iniciales Q ljt Q 2i y (2, ( en cada condensador 

Las cargas <2, ( . y Q 2 ( que existen en los condensadores C 1 y C 2 que están conectados 


en serie, se pueden calcular usando su capacitancia equivalente C 12 = —. Nótese que 


288 



Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo 


C 12 y C 3 están conectados en paralelo, por lo tanto, la diferencia de potencial entre sus 
placas es la misma, es decir, 

AV 12 = AV 3 = AV 0 (2.5) 

Por lo tanto, se cumplen las relaciones 

e, 2 =C l2 AV,,=ic 0 AV 0 (2.6) 

Dado que los condensadores C l y C 2 están en serie, la carga en cada uno de ellos es la 
misma, por lo tanto, 

fi 1 J =e,=Ô 2 =ic 0 AV 0 (2.7) 

Para el condensador C 3 , se cumple que 

Q 3 .=C 3 AV 3 = C 0 AV 0 (2.8) 


d) Las diferencias de potencial AV 1; , AV 2( . y AV 3i a través de cada condensador. 

Dado que los condensadores C, y C, están en serie, se cumple que 

AV 0 = AEj + A P 2 (2.9) 

Pero AV l = AV 2 porque los dos condensadores son idênticos, por lo tanto 


AV„=AV,.+AV,, = 2AV U 


^ V ,.,= AV 2,=^Y 


y además, 

Después de introducir los dieléctricos, calcular 


AV 3 . = AV 0 


( 2 . 10 ) 

( 2 . 11 ) 


( 2 . 12 ) 


Después 



c; 


289 














2.3.1 Unidad III: Solucionario de Pruebas 


e) La capacitancia equivalente de los condensadores con dieléctrico. 

Las nuevas capacitancias de los condensadores serán indicadas con primas. 

Analicemos el condensador C[ . Este condensador está formado por dos condensadores 
en paralelo: 


i) un condensador lleno con un dieléctrico de constante k í , cuya área es — y su 


separación entre placas es d . Su capacitancia viene dada por 


ç' _ k { £ 0 ( A ^ 


d 


_k\[ 


V J J 


(2.13) 


ii) otro condensador con lleno con aire (k = 1), cuya área es —A y su separación entre 


placas es d . Su capacitancia viene dada por 


r' — £o 
d 


2 A 


v ^ ; 


£<A 


(2.14) 


J 


(£ A~\ 

Estas capacitancias se pueden escribir en función de C 0 = —— , en la forma, 

\ d ) 


C' --C ■ C' --C (2 151 

Wj ^ '"O’ ^ k=l ^ 

Como estos dos condensadores están en paralelo, sus capacitancias se suman, es decir, 

c;=c; i+ c;„= |c 0 +|c 0 <2.1 6 ) 

C,' = jC,,(*,+2) (2-17) 

El condensador C' 2 no cambia, luego, C' 2 = C 0 . 

Los condensadores C[ y C 2 están conectados en serie, por lo tanto la capacidad 
equivalente C[ 2 , viene dada por, 


J_-_L _L 

c' c' c' 

'-'12 '-'1 '-'2 


Reemplazando los valores obtenidos, 


1 _ 3 J_ 

c \2 C 0 (k l+ 2) C 0 


(2.18) 


(2.19) 
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1 _ (fc,+5) 

C' l2 ~ (k 1+ 2)C 0 

Finalmente, se obtiene la capacitancia equivalente C ' n , 


( 2 . 20 ) 


fc ,+2 

ÃTj + 5 


( 2 . 21 ) 


Estudiemos ahora la capacitancia equivalente dei condensador C ' 3 , el cual está formado 
por dos condensadores en serie: 

i) un condensador lleno con un dieléctrico de constante , cuya área es A y su 


separación entre placas es — . Su capacitancia viene dada por 


k F 
-v _ /v 2°0 


A = 4 


( 2 . 22 ) 


ii) otro condensador con lleno con aire (k = 1), cuya área es A y su separación entre 


placas es — . Su capacitancia viene dada por 
\ 4 


Á - 4 ( £ 0 A 
3 d} 3 { d 


(2.23) 


Estas capacitancias se pueden escribir en función de C 0 = - 51 — , en la forma, 


C' — 4k C ■ r' —-C 

W 2 ^^2^0’ 1 2 0 


(2.24) 


Estos dos condensadores están conectados en serie, luego, su capacitancia equivalente 
Cj, viene dada por 


J_-J_ _L 

c' c' c' 


(2.25) 


1 _ 1 1 
~C~ 4^C n + 4Q 


(2.26) 


1 1 + 3L 


C 3 ' ^ 4k 2 C 0 


(2.27) 
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Finalmente, 


1 + 3 k*, 


(2.28) 


f) La capacitancia equivalente dei sistema. 

La capacitancia equivalente dei sistema C' tot se obtiene usando los condensadores C[ 2 y 
C 3 conectados en paralelo. La capacitancia equivalente total viene dada por la suma de 
las capacitancias: 


k + 2 1 

c; ot =c; 2 +c;= f — c 0 + 

l Kj + J i 


1 + 3/c. 


(2.29) 


&1+ 2 , 4k 2 c 
k\+5 1 + 3k 2 J ° 


g) La carga total final dei sistema 
La carga total viene dada por 


Q' =C' AV = — + ^ ^ 2 C 

Q,ot ,ot 0 L+5 l + 3h ° 


(2.30) 


(2.31) 


h) Las cargas finales Q lf , Q 2f y Q if en cada condensador. 

Los condensadores equivalentes C' 2 y C' 3 están conectados en paralelo, por lo tanto, su 
diferencia de potencial es la misma para ambos y vale AV 0 . Las cargas vienen dadas 


Qn = C n AV o = í ) C„AV 0 

^/Cj + D J 


(2.32) 


í 4 k 1 

Ga' = C£AV„ = —C 0 AF 0 

1 + 3/c, 


(2.33) 


Dado que los condensadores C[ y C' 2 están conectados en serie, la carga de cada uno 
de ellos es la misma y es igual a la carga Q ' 2 , es decir, 


q:,=qí, 


/Cj + 5 


C„AV 0 


(2.34) 


i) Las diferencias de potencial final AV, f y AV 2f y AV 3/ a través de cada 


condensador. 
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Ahora que conocemos las capacitancias y las cargas en cada condensador, usando la 


relación AV = 


vCy 


podemos encontrar las diferencias de potencial entre las placas. 


f h +2 a 


k t + 5 


C 0 AV 0 


L ' 7C,(i,+ 2) 


AV, 


i,/ 


( 3 ^ 

k x + 5 


AV n 


Q' , 

AV -=#= 


í k 1 +_ 2 ^ 

V ^1 + 5 y 


C,)AV ( , 


C, 


AV 2J = 


^,+2 a 

V + 5 y 


AV n 


AV 


a; 


3 ./ 


^ 4 A 

v l + 3V y 


C 0 AV 0 


3 ./ 


c: 


^ 4t 2 ^ 
v l + 3 k 2 j 


Cn 


AV 3J = AV () 


(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 

(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 


Nótese que AV 3/ 


AVj f + AV 2 f , ya que se encuentran en paralelo. 


AV 


3 ,/ 


( 3 ^ 

\K + 5 y 


AV 0 + 


( k x +i> 

ÃTj + 5 


AK 


AV 3J = AV 0 


(2.41) 

(2.42) 
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Solucionado 

Segunda Prueba de Cátedra 
Electromagnetismo FI-604 
Semestre de Otono 2012 

1.- El circuito de la figura tiene todas las resistências iguales y valen R j = R = 4(í2). Las 
Fem valen £ l = 13(V) y £ 2 = 20 (V). Calcule: 

a) La comente eléctrica en cada resistência. 

b) La diferencia de potencial entre los puntos b y e , es decir, calcular AV he ={V e -V b ). 



Solución: 

a) Cálculo de la corriente eléctrica en cada resistência R j . 

Elegimos método de corriente por malla en la forma que se indica en la figura. 

Usando las ecuaciones de Kirchhoff para la suma de las diferencias de potencial en cada 
malla, se obtienen las siguientes ecuaciones, según la malla indicada y la dirección indicada 
para recorreria: 

Dado que todas las resistências son iguales R j = R = 4(í2), usaremos sólo el símbolo R 
por sencillez. 

malla: abcda: 

3i?/j - RI 2 + RI 3 = 0 (43) 
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malla: bcdb : 


malla: afeda : 


3 RI X -RI 2 -£ 2=0 


3RI 2 + RI 2 — £\ — 0 


usando el valor de la resistência y de las Fem, las ecuaciones de mallas, quedan, 


3 /| — I-, + / 3 — 0 


3 h~I 2 


3/ 3 + 1 2 


20 

4 

13 


Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene el valor de las comentes 

h=\(A), /,=1(A) 

Las comentes i j por cada resistência R valen 


7 _ 7 

ij—l(A), i 2 — l(A), / 3 ——(A), i 4 — — (A) 

í 5=^( a )’ h =^( A ) 


( 44 ) 

( 45 ) 


( 46 ) 


( 47 ) 


( 48 ) 


b) Cálculo de la diferencia de potencial AV be = (V e — V b ) entre los puntos b y e . 
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Para obtener la diferencia de potencial entre los puntos b y e , podemos usar cualquier 
trayectoria que conecte dichos puntos. En este caso usaremos la trayectoria horizontal ade. 
Se obtiene 

(49) 

despejando, obtenemos AV be = (V e - V h ) 


K-r,=4(r-/,)-4/ J 

Reemplazando los valores numéricos de las comentes, se tiene 

(1 73 

V e -V a =4 -4 

U 4) 

W be =V e -V a =-lO{V) 


(50) 


(51) 

(52) 


2.- Se tienen dos condensadores de placas paralelas, idênticos, de capacitancia C 0 cada 
uno. Ambos condensadores se mantienen conectados en serie a una Fem de valor AV Ü . 
Luego se introducen dos dieléctricos de constantes dieléctricas K 1 y K 2 en el condensador 

que se indica, y en la forma que se indica, de modo que cada dieléctrico llena justo la mitad 
de las placas dei condensador. 


Antes Después 



Antes de introducir los dieléctricos, calcular: 

a) Las cargas iniciales <2, ( . y Q 21 en cada condensador. 

b) Las diferencias de potencial AVj, y ÁV 2 entre las placas de cada condensador. 
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Después de introãucir los dieléctricos, calcular: 

c) La capacitancia equivalente dei condensador con dieléctrico. 

d) La capacitancia equivalente dei sistema 

e) Las cargas finales Q x f y Q 2f en cada condensador. 


f) Las diferencias de potencial final AV, f y AV 2 f entre las placas de cada condensador. 


Solución: 

Antes de introducir los dieléctricos. 

Cada uno de los condensadores en serie tienen la misma carga Q 0 . La capacitancia 
equivalente viene dada por 


_L-_L J_-JL 

c c, c, c n 

equi 0 0 0 

Luego, la capacitancia equivalente en serie vale 


(53) 


= Çç 


2 


(54) 


Para el circuito equivalente en serie, se cumple que 


Qo = c , erí AK 


(55) 


donde Q 0 es la carga de cada condensador en serie, luego, 


&=^C 0 AV a 

Para cada condensador se cumple que 

Qo = 

Qo = c 2 av 2 


(56) 

(57) 


Despejando, se obtiene las diferencias de potencial entre las placas de los condensadores, 
considerando que las capacitancias de ambos condensadores son iguales a C 0 , 


AVj = — = — = — AK 


C, C A 


2 

1 


AV 2 = — = — = —AV 0 
C 2 C 0 2 


(58) 


Como se puede ver, para los condensadores iguales conectados en serie, las cargas son 
iguales y las diferencias de potencial son iguales. 
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Después de introducir los dieléctricos, calcular: 

En primer lugar, calculemos la capacitancia equivalente dei condensador lleno con dos 
clases de dieléctricos. Este condensador se puede considerar como dos condensadores en 
paralelo, cuya capacitancia equivalente vale 

C eç =C,+C 2 (59) 

donde C, es la capacitancia dei condensador lleno con dieléctrico K í y C 2 es la 
capacitancia dei condensador lleno con dieléctrico K 2 . Cada uno de los condensadores con 

dieléctrico tiene la misma separación d que los condensadores originales, pero como los 
dieléctricos ocupan sólo la mitad dei condensador, entonces, el área de cada condensador 


con dieléctrico es justo A, = A, = — . Las capacitancias vienen dadas por 


Cj = 


c, 


_ K 1 £ 0 A 1 _ K ^ A _K lr 

'-'n 


d 

K 2 £ 0 A 2 


2 d 

K2&0 A _ K 2 

" '-'n 


(60) 


d 2d 2 

Reemplazando estos valores en la capacitancia equivalente en paralelo (59), se tiene 


C eq 6) + C, ^ ^ Co 


Luego, 


c = c + c = 

^ eq '-1 T '-'2 


k ]+ k 2 


c n 


(61) 


(62) 


Ahoratenemos dos condensadores, C 0 y C , conectados en serie. 


A Vo 



La capacitancia equivalente de la conexión en serie viene dada por 

1 _ 1 1 
C r C n C 

fin 0 eq 

reemplazando C eq dado por (62), tenemos 


( 63 ) 
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J_-_L 2 

~C^~~^ + (K l + K 2 )C 0 


C 1 , 2 _ ( K t + K 2 

fm ~C^ + {K l+ K 2 )C 0 ~{2 + K l+ K 2 


Cfin 


K x +K 2 
2 + K l +K 2 


Con esta equivalência, sólo nos resta la Fem de valor AV 0 y un condensador equivalente 
final C fm . En este circuito, la relación entre la carga en el condensador equivalente, la 
capacitancia y diferencia de potencial viene dada por 

ô = C fin AV 0 (67) 

Usando (65), obtenemos la carga Q en cada uno de los dos condensadores C 0 y C que 


forman la conexión en serie 


K t +K 2 
2 + K l +K 1 


C 0 AV 0 


Pero, de la relación (56), sabemos que Q 0 = — C 0 AV 0 , luego (68), queda 


Q = 2 


K,+K 2 
2 + K x + K 2 


Nótese que cambio la carga dei condensador sin dieléctrico. También podemos ver que si 
K x = K 2 = 1, es decir, no hay dieléctrico distinto dei aire, entonces Q = Q Ü . Con esta carga 
Q conocida en (70), escribimos las relaciones a través de cada uno de los condensadores 

Q = C 0 AV, 

(71) 

Q = c eq av 2 

Dado que la carga Q y las capacitancias C () y C fm son conocidos, entonces podemos 


calcular la diferencia de potencial a través de cada condensador, 


AV,= — = 2 


K l + K 2 Q 


2 + K l + K 2 IC 0 


Pero, de acuerdo a(58), sabe que — = — AV 0 . reemplazando en (72), se obtiene 
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AV,= 


( k í+ k 2 A 

V 2 + K 1 + K 2 j 


AK 


Para AV, según (71), se tiene 


AK 


Q_ 

c « 


reemplazando Q de (70) y C fm de (62), se tiene 


AK 


_Q_ 

Cfm 


' k, + k 3 ) 

k 2 + K, + kJ ' 


0 f 

“I 

l 2 


K í+ K 2 


C„ 


AK 


Q 2Q 0 


c c 

^eq ^0 


A 


2 + K, + K 


1 1 iv 2 J 


AK = 


v2 + K 1+ K 2 j 


AK 


(73) 

(74) 

(75) 

(76) 

(77) 
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Solucionado 

Segunda Prueba de Cátedra 
Electromagnetismo FI-604 
Semestre de Otono 2013 

E- Se tienen tres condensadores Cj, C 2 y C 3 , de placas paralelas e idênticos, con 
capacitancia C 0 cada uno. La conexión mixta de los tres condensadores se mantiene 
conectada a una Fem de valor AV 0 , como lo indica la figura adjunta. Luego se introducen 
dieléctricos de constantes k x y k n como se indica, y en la forma que se indica, de modo que 
el dieléctrico de constante k x llena justo la mitad dei área de las placas dei condensador Cj, 
y el dieléctrico de constante k 2 llena la mitad de la distancia entre las placas dei 
condensador C 3 . 

Nota: Entregue los resultados en función de los datos: C () , AE 0 , k { y k 2 . 



Antes de introducir los dieléctricos, calcular: 

a) La capacitancia equivalente dei sistema 

b) La carga total inicial dei sistema 

c) Las cargas iniciales Q { ; y Q 21 en cada condensador. 

Después de introducir los dieléctricos, calcular: 

d) La capacitancia equivalente de los condensadores con dieléctrico. 

e) La capacitancia equivalente dei sistema 

f) La carga total final dei sistema 
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Solución: 

Antes de introducir los dieléctricos, calcular: 

a) C l y C 2 están en serie, luego su capacitancia equivalente viene dada por, 


luego, 



1111 


c + c c + c 
'-'1 ^2 ^0 ^0 



c 


12 



C l2 está en paralelo con C 3 , luego su capacitancia equivalente viene dada por 

c = c + c 

eq '“'12 ~ ^3 

reemplazando los valores, se tiene 

C 3 

C = — + C =—C 

eq 2 0 2 0 

b) Carga total inicial dei sistema Q t 

e,=C, s AV 0 =|c () AV„ 

c) Las cargas iniciales en cada condensador Q 1 j , Q 2i y Q s ,. 

Cj y C 2 están en serie, luego Q x t =Q 2i , luego 

e u =Q 2 , = C 12 AV 0 =|c 0 AV 0 
Ô3,, = c 3 av 0 = c 0 Ay 0 


(78) 

(79) 

(80) 

( 81 ) 

(82) 

(83) 

(84) 


Después de introducir los dieléctricos, calcular: 

d) La capacitancia equivalente de los condensadores con dieléctrico. 
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El condensador con dieléctrico C l está formado por dos condensadores en paralelo, uno 
con dieléctrico de constante k í que ocupa la mitad dei área dei condensador, y el otro sin 
dieléctrico que ocupa la otra mitad, luego, la capacitancia equivalente vale 

C Uq =C u +C l0 (85) 


donde las capacitancias valen 


_ k\£ Q f A 3 _ 

'-'í J ~ , „ _ „ '"O 


d 12/ 2 


r -£o_ A )-Ir 


d [2 2 


donde hemos usado C 0 = - Q — . Reemplazando (86) y (87) en (85), se tiene 


C = *L C+ ±C= 

2 0 2 " l o 


El condensador con dieléctrico C 3 está formado por dos condensadores en serie, uno con 
dieléctrico de constante k 2 y área A , pero de espesor —, y el otro sin dieléctrico también 


de espesor —, luego, la capacitancia equivalente vale 

1 1 1 

- —-1- 

c c c 

^3 ,eq ^3,d ^" 3,0 

donde 


q _ k 2 £ iA _ 2 k C 


C = £ ° A = 2 C 

3 -° (d^ 0 


Reemplazando estos resultados en (89), se tiene 


1,1,1 _ (l + fc 2 ) 

2fc 2 C o 2C 0 2k 2 C 0 


invirtiendo, se tiene 
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C\eq 


' 2 k, ' 

\l + k 2 J 


c n 


(93) 


e) La capacitancia equivalente dei sistema 

Para calcular la capacitancia equivalente dei sistema necesitamos calcular primero la 
capacitancia equivalente de la conexión en serie de C, eq con C 2 = C 0 . 


1 


1 1 

- + ■ 


reemplazando (88), se tiene 


c c c 

'-' 12 , eq '-'1 ,eq ^0 


2 1 1 


(94) 


r k 2 +3^ 


^12 ,eq (k t +\)C 0 C 0 C Q {k ]+ l 


(95) 


invirtiendo 


r = 

'-'I2,eq 


í k 1 +_ 1 A 
+3y 




(96) 


Ahora podemos calcular la capacitancia equivalente dei sistema, C , de dos condensadores 
en paralelo: C l2eq y C 2 eq . 

C =C„ +C, (97) 

eg 12,eg 3,£<7 x ' 

reemplazando (96) y (93), se tiene 


C 


f k x + I a 
v^i + 3 v 


c„ + 


V 1 + ^2 7 


C, 


— 


(k l +l)(k 2 +l) + 2k 2 (k l +3) 


C, 


(98) 


(99) 


v (^ + 1)^+3) 

f) La carga total final dei sistema 

Para los condensadores C, y C 2 , las cargas son iguales porque están conectados en serie, es 
decir, Q l f = Q 2 f 


Qif — Qij — c ÍXe AV 0 


usando C 12 eq de (96), se obtiene 


Q\.f — Qij — 


r k 1 +i_^ 

+3y 


C 0 AV 0 


( 100 ) 


( 101 ) 
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Para el condensador C 3 , su carga Q 3 ,, viene dada por 


Qíj ~ o 


reemplazando (93), se tiene, 


C(,AV () 


Entonces, la carga total en el sistema viene dada por Q tot = C eg AV 0 , 

J (k l+ l)(k 2 + l) + 2k 2 (k l+ 3) ]^ ^ 
m { (*, + !)(*,+3) ° 0 


( 102 ) 

(103) 

(104) 


2.- Hallar el valor de las intensidades de corriente en cada resistência y la diferencia de 
potencial AV ab = V h - V a , considerando el método de mallas y el sentido de las comentes 

que indica el circuito de la figura adjunta. Las resistências valen, =3(í2), R 2 =9(í2), 

R 3 = 9(í 2) y R 4 = 6(í 2) , y las Fem valen, =8(V) y £ 2 = Í6(V). 



Solución: 

malla aefba: 

-217,-8 + 18/2=0 

malla abcda 

-24/ 2 +187, +16 = 0 


(105) 

(106) 
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Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtienen las comentes 


h 


— (A), I 2 = —(A) 
15 V 7 2 15 V ’ 


(107) 


En consecuencia, las corrientes zf que circulan por cada resistência Rj vienen dadas por 


4=^(A), 4=^), 4={f(A) 


(108) 


Cálculo de la diferencia de potencial AV ah = V b — V a 

Recomendo un trozo de circuito por cualquier trayectoria desde a hasta b, se obtiene la 
diferencia de potencial pedida. Nosotros usaremos la trayectoria directa a —> b , 

V a -i 2 R 2 -i 3 R 3 =V b (109) 

reemplazando los datos, se tiene 

O O AQ 

AV^=V 4 -V,=--9--9 = -y(V) (110) 
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2.3.1 Unidad IV: Solucionario de Pruebas 


Solucionado 

Tercera Prueba de Cátedra 
Electromagnetismo FI-604 
Semestre de Otono 2011 


1. (2.0 ptos.) Considere un trozo de alambre de forma circular de radio R que subtiende 
un ângulo 6 = (• El alambre lleva una corriente constante I y se encuentra en el 

plano (x, y) tal como se muestra en la figura. Calcular el campo magnético resultante 
en un punto P a una altura h sobre el eje z ■ 


z 

4 


h 


0 



> y 


Solución: 

Consideramos el origen dei sistema de referencia justo en el origen dei sistema de 
coordenadas. De este modo, se tiene: 

r = hk (1.1) 

r = RcosOi +Rsin6j (1.2) 

entonces 

(r -r') = -RcosOi -RsinPj + hk (1.3) 


y 
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\r -r'\ = \JR 1 +/r (1.4) 

El elemento diferencial dl que es tangente al alambre en la dirección de la corriente I , 
viene dado por dl = dr , es decir, 

dí = dr' = -R sin Od 6i + R cos Od 6] (1.5) 

Ahora podemos calcular dl x(r - r') 


dl x(r -r') = 


i j k 

-R sin Od 6 R cos OdO 0 
-RcosO -R sin# h 


dl x (r — r') = hR cos Od Oi + hR sin Od 0 j + RdOk 
Ahora podemos calcular el campo magnético en posición r , a saber, 

fl 0 I r hR cos Od Oi + hR sin Od 0 j + R 2 d Ok 


B 


v ’ 4n> 


(R 2 +h 2 ) /2 

V 

pero ( R 2 + h 1 ) 2 es constante, por lo tanto sale fuera de la integral, 

Mo 1 


B(r) 
B(r) 


4x(R 2 +h 2 y 

Mo 1 


liR j cos Od Oi + hR j sin OdOj + R 1 J dOk 


\ 


4 7r(R 2 +h 2 ) 

Finalmente, el campo magnético B (7) viene dado por: 


hR sin 0\y i - hR cos 0\{ b j + R 2 0\^ b £ j 


0 


10 


B(r) 


Mo I 


4 x(R 2 +h 2 y 


7C ^ 

hR sin—i +hR 


i n 

1 — cos — 

6 


/V ry JC ^ 

j + R-k 

6 


( 1 . 6 ) 

(1.7) 


(1.8) 


(1.9) 

( 1 . 10 ) 


( 1 . 11 ) 


2. Un cable coaxial lleva una corriente / 1 = I 0 hacia arriba, distribuida homogéneamente 
en un área circular de radio a . Entre r = a y r = b se distribuye homogéneamente una 
corriente / 2 = I 0 hacia abajo. Calcule el campo magnético en cada una de las tres 
regiones: i) r <a,ii) a < r < b , y iii) r>b. 
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comente 

sale 


comente 

entra 




Solución: 

Región E r < a , la corriente sube. 

La densidad de corriente J l es constante y viene dada por i, = -. Apliquemos la ley de 

7ta~ 

Ampere a una circunferência de radio r < a , concêntrica con el eje dei alambre muy largo. 

r<a 

■ dl = vj neta = A» J J i dA (2.1) 

0 

clA para una lâmina circular viene dada por dA = 2xrdr . Reemplazando en (2.1), se tiene 
la corriente neta encerrada en la curva Amperiana circular de radio r < a , 


r 

^ fí, ■ cü = jU 0 J l J 2 ftrdr = J u ü J l 2 n 

o 

^B x -dí = ju {) J x 7rr 2 


VA 
V 2 y 0 


( 2 . 2 ) 

(2.3) 


En el lado izquierdo de la relación (2.3), se tiene que el campo magnético B es paralelo a 
dl sobre la curva Amperiana, y además el módulo dei campo magnético B es una 
constante sobre la curva Amperiana de radio fijo r < a. En consecuencia, la integral de la 
izquierda viene dada por 

jB^dí = B l jdl = B l (2xr) (2.4) 

Reemplazando este resultado en relación (2.3), se tiene 

B l (27Tr) = n X) J x Kr 2 (2.5) 

simplificando, obtenemos 


B \ 2 


( 2 . 6 ) 


reemplazando el valor de 7,, se tiene finalmente 
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Región III: r > b , la comente neta es cero. 

Apliquemos la ley de Ampere a una circunferência de radio r > b , concêntrica con el eje 
dei alambre muy largo. Dado que ahora la corriente neta encerrada es cero, se tiene, 

B,- dl =0 (2.14) 

como dl ^ 0, se cumple que B 3 = 0. 
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3. Una varilla conductora se mueve con velocidad constante v hacia la derecha sobre dos 
varillas conductoras formando una región triangular isósceles que subtiende un ângulo 
2 0 , donde existe un campo magnético homogéneo y constante que ingresa en la figura. 
Calcule el módulo de la Fem inducida £ y la dirección de la corriente inducida, en el 
momento en que la distancia de la varilla al vértice dei triângulo es justo x . Debe 
explicar claramente porquê la corriente inducida va en la dirección que Ud. indique. 



Solución: 

Calculemos primero el flujo magnético a través de la espira triangular en el momento en 
que la varilla se encuentra a una distancia x dei vértice. Las flechas indican la dirección de 
la corriente inducida. 



Dado que B es constante y lo podemos suponer paralelo a dA , podemos escribir, 

(j) m =\BdÃ = BA (3.1) 

donde A es el área de la espira triangular. Sea y la altura de la varilla que está dentro dei 
campo magnético de la región triangular. Entonces, el área de la espira triangular isósceles 
viene dada por 

A = |(2 y)x (3.2) 

y 

pero en el triângulo rectángulo superior, se tiene que tan 9 = — . Entonces, el área en 


función de x , queda 
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A = x 2 tané? (3.3) 

En consecuencia, el flujo magnético, dado por (3.1), a través de la espira triangular queda 

(f) m = x 1 {B tan<9) (3.4) 


La ley de Faraday-Lenz queda 

„ = d 0m _ 

dt 


rl í rlx \ 

— (x 2 B tan d) = -2 xB tan d — 
dt K \dt J 


(3.5) 


Pero, la velocidad con que se mueve la varilla liacia la derecha viene dada por v = 


^ dx^ 

, dt y 


Por lo tanto, la Fem en valor absoluto vale 

£ = 2xvB tan 6 (3.6) 

La dirección de la comente inducida coincide con el movimiento de los punteros dei reloj, 
para contrarrestar la disminución de flujo hacia adentro de la página, debido a que la varilla 
se mueve hacia la izquierda. 
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Tercera Prueba de Cátedra 
Electromagneti smo 
Ingeniería Plan Común 
Semestre de Primavera 2011 

E- Una varilla conductora cuadrada de longitud L , masa m y resistência R , se desliza sin 
fricción bajando por dos rieles conductores paralelos de resistência insignificante. Los 
rieles están conectados entre sí en su parte inferior mediante un riel de resistência 
insignificante, paralelo al alambre, de tal manera que la varilla y los rieles forman una 
espira rectangular conductora cerrada. El plano de los rieles hace un ângulo 0 con la 
horizontal y un campo magnético vertical uniforme B existe en toda la región. 

a) Calcular la fuerza resultante sobre el alambre, 

b) calcular la velocidad constante v con que bajará la varilla por el plano inclinado. 



Solución: 

Apenas la varilla empieza a moverse con una velocidad instantânea v alo largo dei plano 


inclinado, aparece una fem inducida £, que produce una comente inducida I = —. La fem 

£ se puede calcular de dos formas distintas: a) usando la relación que involucra la 

variación dei flujo magnético, £ = , y b) usando la fuerza de Lorentz F m =qvxB , 

dt 

sobre una carga dentro de la varilla. 

d(p B 


a) usando la relación £ = ■ 


dt 
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En primer lugar, vemos que el vector diferencial de superfície dS (que es perpendicular al 

plano de la espira) y el campo magnético B hacen un ângulo 6 entre sí, luego el flujo 
magnético queda: 

</> B =\Ê-dS = ^BdS co&0 (1) 

Dado que B yd son constantes, se tiene, 

<t\ - BS cos 6 (2) 

El área instantânea de la espira vale S - lx, donde x es la distancia que separa a la varilla 
de la base de la espira. 


B 

t dS 



Finalmente, el flujo magnético queda 


Por lo tanto, la fem inducida queda 


(j) R =(5/cos#). 


^L = (» cosí)* 
dt dt 

dx 


(3) 


(4) 


Pero la velocidad instantânea vale v = —, luego 

dt 

£ = Blv cos 0 (5) 

La corriente inducida I está dirigida en sentido contrario al movimiento de los punteros dei 
reloj de modo que el flujo magnético inducido se opone a la disminución dei flujo hacia 
arriba, 

Blvc os# 


R 


( 6 ) 


b) usando la fuerza de Lorentz F m = qvxB , sobre una carga dentro dei alambre. 

Consideremos una carga q que pertenece a la varilla que se mueve hacia abajo con 
velocidad instantânea v, en presencia de un campo magnético B . 
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Eligiendo los ejes coordenados como lo indica la figura, la fuerza magnética sobre la carga 
viene dada por 

F m = qvxB = qvB sin (90 + d) k (7) 

Pero sin (90 + d) = cos 0 , luego, 


F m =qvB cos 0 (8) 

Luego la fem inducida en la varilla móvil por viene dada por el trabajo por unidad de carga 
sobre la carga q . Si integramos desde a hasta b , el dl es paralelo a la fuerza magnética, 


£ = J F"’ = j (vZ? cos0)íc- ( dl)k 


(9) 


q 


£ = Blvcos0 (10) 

Por lo tanto, la fem inducida £ apunta desde a hasta b , es decir, en la en la dirección 
contraria al movimiento de los punteros dei reloj, y la comente inducida viene dada por 

Blv cos 0 


1 = 


R 


( 11 ) 


Estos resultados coinciden completamente con los resultados obtenidos en a). 


Ahora que ya conocemos la corriente inducida I , vemos que el sistema en estúdio consiste 
en una varilla con corriente I que se mueve en el campo magnético constante y uniforme 

B . Por lo tanto aparece una fuerza magnética dada por la relación F m = I^díxB , donde 

dí = dlk apunta en la dirección de la corriente I. De acuerdo a la figura, el campo 
magnético viene dado por B = B(- sin 0i + cos 0 j). 
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Luego, la fuerza magnética sobre la varilla con comente vale 

F m = I J dlíc xB {-sin Oi + cos 0 j) 

F m = UB (- cos Oi - sin 0 j) 

La figura muestra todas las fuerzas que actúan sobre la varilla 



Donde N = Nj y mg = mg (sin Oi - cos 0 /) 

Mirando la figura vemos que la fuerza resultante viene dada por: 

Fr = mg + F m + N (14) 

Usando componentes, 

P R =mg(sinOi -cosO j} + UB {-cos Oi -sin Oj) + Nj (15) 

Reordenando, se tiene la fuerza resultante sobre la varilla que se mueve liacia abajo sobre el 
plano inclinado, 

F r = ( mg sin 0 - UB cos 0) i +(-mg cos 0 - UB sin 0 + N) j (16) 

Dado que no hay movimiento en el eje y , por la segunda ley de Newton, se anula la 
componente vertical de la fuerza, esto es, 

N = mg cos 0 + UB sin 0 (17) 

Si queremos calcular la velocidad constante v con la que se moverá la varilla, entonces la 
fuerza resultante a lo largo dei eje x , también se hace cero, esto es, 

mgúnO - IIBcosO = 0 (18) 


( 12 ) 

(13) 
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Si reemplazamos el valor de la comente inducida dada por la relación (11), se tiene 


_ vB l cos" 0 n 

ms sin 0 -= 0 

R 


Despejando, obtenemos la velocidad, 


mgR sin 6 
B 2 l 2 cos 2 6 


(19) 


( 20 ) 


2. a) Hallar el campo magnético B en el punto P , producido por el alambre que lleva una 
corriente constante 1 . El alambre está formado por dos alambres rectos semi infinitos y 
una semi circunferência de radio R. b) Encuentre el valor dei campo magnético B si 
h^> 0 . 



Solución: 

Hemos marcado cada trozo de alambre con un número. Calcularemos primero el campo 
magnético producido por los alambres semi infinitos 1 y 3. Por simetria, los campos de 
cada alambre son los mismos B l = B 3 , así que basta calcular uno sólo de ellos. 

Campo producido por el alambre 3. 
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Considerando el origen dei sistema de coordenadas en el medio de la figura, los vectores 
que definen al problema vienen dados por, 


dl = -dxi , r =hj, r' = —xi 
r-r' = xi + hj, |r - r'\ = \lx 2 + h 2 
El campo magnético B 3 , viene dado por la ley de Biot-Savart 




JU 0 1 çdíx(r-r') 
4 n 


\r — r 


(D 

( 2 ) 

(3) 


Reemplazando los valores conocidos en (1) y (2), se tiene, 



/V / /V /V \ 

—dxi xixi +hjj 

/ « ry \ 3/2 

(x 2 +h 2 ) 


BAr) = - 


M 0 hl 
An • 


dx 


/ ry ry \ 3/2 

(x 2 +h 2 ) 


(4) 

(5) 


Integrando, se tiene 


BÁr) = 


Mo hl 




h 2 yjx 2 +h 2 


El campo dei alambre 3 apunta en dirección negativa dei eje z ■ 


B 3 (r) = 


Mo 1 


4 nh 


R 


Vr 2 +/c 


Por simetria, se tiene que 


B l (r) = B,{r) = - 


M 0 I 


4 7ch 


1- 


R 


\j R 2 + h 2 


Campo producido por el alambre semi circular 2. 


( 6 ) 


(7) 


( 8 ) 


z 
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Los otros vectores que definen al problema vienen dados por, 

dl=dlê T , r = hj, r'= R [cos Oi + sin Ok^j 


(9) 


El vector dl = dlê T es tangente al alambre en la dirección de la corriente / , y se construye 


a partir dei vector r ', usando la matriz de rotación en 90°, R , 


R 


0 -1 

1 0 


( 10 ) 


A A A ^ 

El vector unitário e r = cos Oi + sin Ok que está dirigido en la dirección dei vector r , se 
escribe en forma matricial: 

^cos 0 ^ 


e? = 


y sin 6 j 


( 11 ) 


Cuando R ± actúa sobre el vector unitário ê r en la dirección de r ', lo hace rotar en 90° a la 
derecha, con lo cual se obtiene un vector perpendicular a r , 

R 


^cosé?^ 


^0 -f 

^cos^^ 


^-sin^^ 

v siné? j 


vl 0, 

v sin^ j 


v COS^ J 


( 12 ) 

Luego el vector unitário tangente al alambre en la dirección de la corriente, viene dado por 

/V A A 

e T = - sin Oi + cos Ok (13) 

De este modo, el vector dl queda 


dí = dlê T = <7/|-sin Oi +cos OÍc} 


(14) 


Nota: el vector unitário tangente ê T también se puede obtener a partir de la diferencial dei 
vector r ', esto es 

dr 


e T = 


dr\ 


Tomando la diferencial de r ', se tiene 

dr' - RdO (-sin Oi + cos Ok j 

Luego, ê T viene dado por 


e T = — sin Oi + cos Ok 


(15) 


(16) 


(17) 


resultado idêntico al encontrado en (13). 
Usando la relación (9), se tiene que 
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(r-r') = [-RcosOi+hj-RúnOk^j, |r - r'\ = ^R 2 +h 2 (18) 

Reemplazando los vedores conocidos en la expresión dei campo magnético, se tiene 


^ l ^ [-dl sin Oi + dl cos Ok^jx[-R cos Oi + hj -RsinOk^j 




El producto cruz viene dado por 

yv — ^ 

i j k 
-dl sin d 0 dl cos 6 
-Rc os 6 h -5 sin 5 


(R 2 +h 2 ) 3 ' 2 


= [-hdl cos Oi - Rdlj - hdl sin Ok j 


Insertando este resultado en la relación (19), se escribe, 

Mo 1 


B 2 (r) = - 


\3/2 


J [-hdl cos Oi - Rdlj - hdl sin Ok j 


4 7r(R 2 +h 2 ) 

Realizando cada una de las integrales, usando la relación dl - Rd 0 , nos queda 

Mj 


B 2 (r) = 


3/2 


4 7r[R 2 +h 2 ) 
B 2 (r) = - 


-IíR J cos OdOi - R 2 J dOj - hR j sin OdOk 

0 0 0 . 

RJ 


\ 3/2 


irR\j + 2 hRk 


4 7t(R 2 + h 2 ) 

En consecuencia, el campo magnético resultante É R , viene dado por: 


B r - 25, + B 2 


(19) 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


(23) 


(24) 


Dado que 5, = 5 3 , como se indico en la relación (8). Reemplazando los resultados 
obtenidos en (7) y (23), se tiene 


s„=-M 


2 jth 


1- 


R 


yjR 2 +h 2 


M 0 I 


Att[r 2 +/í 2 ) 3/2 


7tR 2 j + 2 hRk 


(25) 


Para obtener el caso limite h 0, debemos calcular primero el limite dei término 
. Primero reescribamos este término en la forma 


V R 2 +Ir 


Vr 2 +/j 2 r 


1 + 




2 3 


- 1/2 


V 5y 


(26) 


Para h pequeno, en primera aproximación se cumple que, 
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\Ir 2 +h 2 R 


] 

2{Rj 


2\ 


Reemplazando este resultado en la relación (25), se tiene 


b„=-M 


2 7th 


i-i+l 

2 


h 


Mo 1 


Simplificando, 


b r = - 


R 0 Ih 


k -- 


An (R 2 + h 2 ) 

Mo I 


3/2 


TíR 2 j + 2 líRk 


^R- 4 7r(R 2 + h 2 ) 

Si ahora hacemos tender h —> 0 , se tiene, 

B 2 (r) = ~ 


3/2 


nR~ j + 2hRk 


Mo 1 1 


4 R 


(27) 


(28) 


(29) 


(30) 


3.- Un alambre muy largo, de radio R , posee dos agujeros cilíndricos de rádios a y b que 
están ubicados como se muestra en la figura. El alambre tiene una densidad de comente 

constante J que sale dei plano de la página. Hallar el campo magnético B en el punto P . 


y 




Solución: 

Aplicaremos el principio de superposición para resolver el problema. Por lo tanto, el campo 
magnético resultante È R es la suma de los campos magnéticos individuales de tres 

cilindros, el cilindro grande con densidad de corriente J , y los cilindros de rádios a y b 
con densidades -J . Entonces, B R se escribe 

B R =B g (J) + B a (-J) + B b (-J) (1) 

Dado que el punto P se encuentra fuera de todos los alambres, basta aplicar la ley de 
Ampere para calcular el campo magnético fuera de un alambre con corriente. 
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Consideremos un alambre con comente I y radio R 0 arbitrado. Usando una amperiana de 
radio r mayor que R 0 , la ley de Ampere queda, 

j>Bdl=ju 0 I neta =ju 0 \jdS (2) 

r o 


Dado que J es constante, se tiene para la parte derecha de la relación (2), 

j>ê-dí = n 0 I neta =MoJxtf (3) 

r 

Sabemos que el campo magnético circula alrededor dei alambre con comente, también 
sabemos que su magnitud B es constante mientras circula por la amperiana de radio r , y 
además sabemos que en cada punto de la curva amperiana T (una circunferência) el campo 

magnético es paralelo al vector dl (vector tangente a la circunferência), por lo tanto, 
podemos sacar B fuera de la integral. Luego, la parie derecha de la relación (3), queda 

Bj)d! = R {) J7tRl (4) 


Pero O dl es el perímetro de la circunferência amperiana de radio r , luego <j) dl = 2 nr . La 


relación (4), queda 


MqJR q 

2 r 




(5) 


Este es el módulo dei campo magnético de un alambre con comente, pero como antes 
dijimos, su dirección es tangente a una circunferência de radio r . 

Usando esta expresión general, podemos escribir los módulos de cada uno de los campos 
producidos por los tres alambres. 

Para el cilindro grande: 

m 0 JR 1 


B. 


2 r 


( 6 ) 


donde r g es la distancia medida desde el centro dei cilindro grande hasta el punto P . 
Para cilindro de radio a : 

g _ 


(7) 
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donde r a es la distancia medida desde el centro dei cilindro chico de radio a , hasta el punto 


P. 

Para el cilindro de radio b : 


fl 0 Jb 


( 8 ) 


donde r b es la distancia medida desde el centro dei cilindro chico de radio b , hasta el punto 


P. 


Los vectores unitários en dirección dei campo de cada cilindro están determinados por sus 
densidades de comente J y —J . 

Calculemos ahora las distancias r , r a y r b , y los correspondientes vectores unitários ê , 


c y e b 


Para el cilindro grande: 

Dado que la densidad de corriente J sale de la página, el campo magnético apunta 
justo en la dirección dei vector unitário j en el punto P . 


y 



La distancia r vale simplemente, r g = (R + d). Por lo tanto, usando (6), el campo vectorial 
queda 


B 


jU (í JR 2 - 
2 (R + d) J 


(9) 


Para el cilindro chico de radio a : 

Dado que la densidad de corriente J entra en la página, el campo magnético recorre la 
circunferência en sentido contrario al campo producido por el cilindro grande. 
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y 



Usando el teorema general de Pitágoras, r a viene dada por 

r a = ^j(R-a) 2 +(R + df -2(R-a)(R + d)cos0 (10) 

El vector unitário en la dirección dei campo magnético B a , viene dado por 

ê a = (-sincri -coser/) (11) 


Donde 


(R-a)sind (R + d)-(R-a) cosd 

siner =-; cos cr =- 


Usando estos resultados y la relación (7), tenemos 

b =^Lê 

“ 2 r ° 


B = 


jU 0 Ja 


r*0 


2 r. 


(- 


siner* -cos 


aj) 


B a = (-[(/?-a)sin ff]/ - [(R + d)-(R-a)cos0~^j^ 


Para el cilindro chico de radio b : 


( 12 ) 


(13) 

(14) 

(15) 


Dado que la densidad de corriente J entra en la página, el campo magnético recorre la 
circunferência en sentido contrario al campo producido por el cilindro grande. 
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Usando el teorema general de Pitágoras, r b viene dada por 


[R-b) +(R +d) -2(R-b)(R + d)cos(m-0) 
Pero cos (180-#) = -cos#, luego, 


r b = j(R-b) +(R + d)~ +2(R-b)(R + d)cos0 
El vector unitário en la dirección dei campo magnético B b , viene dado por 

ê b = (cos Pi -sin p /) 

Donde 

n (R-b)ÜYí6 (R + d) + (R-b)cos0 

sin P = - ---; cos p = -- 


h 




Usando estos resultados y la relación (8), tenemos 

p _ MoJb p. 


5 _ Ro Jb2 

B ‘-^r 


B t - f, "P (cns/j/-sin />/) 

2 T b 

([(,#-#) sin#]/ -[(,# + íi) + (,#-#)cos#] j) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 


( 20 ) 

( 21 ) 

( 22 ) 


Usando los resultados (9), (15) y (22), se tiene el campo magnético resultante en el punto 
P, 


Br - B g + B a + B h 


(23) 
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B r = 


MpJb- 

2 rr 


(. R-b)sind- 


jl {] Ja 
2r ' 2 


( R-a)smO 


i + 


+ 


jU 0 JR jU 0 Ja‘ 


2 (R + d) 2 r 


-((R + d) —(R —a)cos— ((R+d) + (R-b)cos0) 

2 rr 


(24) 
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Solucionado 

Prueba Optativa de Electromagnetismo 
Ingeniería Plan Común 
Semestre de Otono 2012 

E- Una esfera de radio R tiene una densidad de carga p uniforme y simétrica. La esfera 

tiene un agujero esférico de radio —, cuyo centro está a una distancia vertical b justo 

sobre el centro de la esfera grande. Hallar el campo eléctrico en el punto P a una distancia 
a dei centro de la esfera grande. 



Solución: 

El campo resultante se obtiene por el principio de superposición, es decir, consideramos 
que el campo total É R es la suma dei campo E creado por la esfera grande con densidad 

de carga p y el campo E ch creado por la esfera chica, considerando que su densidad de 
carga es -p , es decir, 

Ér - Ég + É ch . 

El punto P se encuentra ubicado en el interior de la esfera grande y en el exterior de la 
esfera chica. 

El campo eléctrico se calcula usando ley de Gauss: 
j>É-dS=^ 3 - 

Cálculo dei campo en el interior de la esfera grande: 
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j)ÈdS = 


p\Kr 2 

3e n 




p4nr i 

Sé- 


Final rncntc la magnitud dei campo en el interior de la esfera grande viene dada por: 

E =-P- 
g 3fi 0 

Vectorialmente, el campo en el punto r = a vale: 


- pa * 

E „ = —i 
3é- n 


Cálculo dei campo en el exterior de la esfera chica de radio — : 


(j) É ■ dS = p 


4 n 


R 


3f 0 ^ 3 j 

, 'X 

R 


2 4# 

E4;rr = p- 

3f 0 ^ 5 y 


Finalmente, el módulo dei campo en el exterior de la 
esfera chica, viene dado por: 


pR 3 


^ch 


3x125 £ 0 r- 


1 

/ 

—J 

\ 

s 

*■) 

b 

\ y 

''w. 

«X, í 


a p 


E1 campo E ch es un vector que apunta desde P hasta el 

centro de la esfera chica, porque se considera el 
agujero como una esfera con densidad de carga 
negativa. 


La distancia radial es r = / = \ja 2 + b 2 , por lo tanto, el 
módulo dei campo eléctrico de la esfera chica es: 






x \ 


— J . 1 


\ C'7 , 



/ 

/ 

X 

a 
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E ch = 


pR 3 


pR 3 


3xl25é- 0 / 2 3xl25f 0 (a 2 +/r) 

Vectorialmente, el campo E ch viene expresado en función dei ângulo 0 , en la forma: 

É C h=- E ch cos 0Í + Ec&mdj 
donde 

ci a . b b 

cos6 > = —= , =; sin 0 = — = , 

l yla 2 +b 2 l yla 2 +b 2 

Explícitamente: 


E*ch ~ E ch 


a - ô ^ 
—i + — j 
l l j 


pR 3 


3xl25£ 0 / v 


d; b 

- 1 +-J 

l l j 


^ ch 


pR 3 , , , ^ /?fl 3 (-fli+fej) 

= - 7 -fl! + £ J =- 777 

3x125*/' 3x125*^+^) 3/2 


É - PR3 

(-aí + bj) 

ch 3x125£ 0 

(a 2 +Zr ) 3/2 


Sumando los campos, usando el principio de superposición, obtenemos el campo eléctrico 
resultante = E + £ r/i 


B _pa ?i pR 3 (-«í 

J? í T 

(a 2 +ò 2 ) 


3f n 3xl25* n 


3/2 


Finalmente: 


( \ 

E - pa \ RÍ 

- pb R 3 

1 I ' 1 

R 125(a 2 +//) 3/2 ; 

3£ o 125 (a 2 +b 2 f' 2 


2.- Un alambre infinitamente largo lleva una corriente 
constante I x . Este alambre se ubica en el plano de una 

espira triangular, la cual conduce una corriente / 2 , tal 

como se muestra en la figura. Determine la magnitud y 
dirección de la fuerza neta ejercida sobre la espira por el 
campo magnético creado por el alambre largo. 
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Calcularemos la fuerza vectorial sobre cada trozo dei alambre, los cuales están numerados 
dei 1 al 3 como se indica en la figura. 


Solución: 

El campo magnético dei alambre largo viene dado por la ley de Ampere: 
Bo 1 


B 


2;rx 


(-*') 


La fuerza sobre un alambre con corriente viene dada por: F = / 7 J dí 2 x B 

Fuerza F { sobre el alambre diagonal 
En este caso, dl 2 = dxi +dy j , por lo tanto, 

dl 2 xB l - (dxi +dy j)x ^ 1 (-£) 

V ' ’ l7tX V ’ 


dl 2 xB t =- 


dl 2 xB x = 




2nx - 


dx[i + dy(^ jxk j 


2 TC 


dv - dx - 

—i - j 

X X 


La fuerza viene dada por: 

f, = /J4xb=-^J 


dy c dx - 

— i - j 

X X 


Pero las variables x e y no son independientes sobre la diagonal, sino que cumplen con la 
relación: 

_ y b 

tan 6 - — - — 

x a 

como se puede ver en la figura 
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b 

Por lo tanto, dy- — dx 





a 




Reemplazando 

en la integral. 

, se tiene: 


J J 2 f 

1 

8* 

'*-•> 

1 

dx - 

— j 

_ Fc/l ^2 f 

1 

<*>-~ 

c 

1 

1_ 

2;r J 

|_ ax 

x \ 

2^(7 J 

L x X J 

Fj = MtíI ' U - (/ 

/V /V \ 

n-a j) 

d-\-ü i 

r dx 



2;r<7 ' 

\ x 




finalmente: 


f th*LL( b i-a j \In 

1 27TCI V ' 


d + a^ 
d j 


Fuerza F 2 sobre el alambre vertical 

En este caso, dl 2 = -dy j, y el campo magnético debe ser evaluado en x = d + a 






dl 2 x B 




-dyi 


2 7r(d + a) 


dyi 


1 27r(d + a) 

La fuerza viene dada por: 


12 j" dl 2 


xB , =■ 


MjJi 


2 7r(d + a ) 


f dy i = M ° IlIlb i 
l y 2n{d + a ) 


Obteniéndose una fuerza hacia la derecha: 


p _ MM • 


2^r (z/ + a) 


Fuerza F, sobre el alambre horizontal 


En este caso, dl 2 = —dxi , y el campo magnético es variable: 


dl 


xB l =(-dxi)x^(-k) = -^—j 

V 1 2Xx y 1 lir v 


2# v 


2k x 

La fuerza viene dada por: 


331 





2.3.1 Unidad IV: Solucionado de Pruebas 


F 3 =/ 2 J rf 4xü,=-MVf*j 

J 27Ü J d X 

Obteniéndose una fuerza de hacia abajo: 


p _ MjJi ] 

(d + a\~ 

i o 111 

3 2n 

i d y 


La fuerza resultante F R sobre la espira triangular con comente viene dada por: 


F R - F \ + F 2 + F 3 


P HüLLí-bi+aj)^ 
R 2 na V ’ 1 


d + a 


+ ■ 


B<J\ F P ; Fi,í ^ 2 -\n 


( d + a 


F R = 




2n 


(d + a) 


1, (d + a^ 

-In 


a 


v 


2 7r(d + a) 2n 

í d + a^ 


J 


• + M 7 2 


2 n 


ln 


-ln 


A ^ 

J 

J 

d + a 


J 


Este resultado muestra que se anula la componente vertical de la fuerza, por lo tanto, la 
fuerza resultante sólo actúa en dirección horizontal: 


Z7 b 

f 1 1 ln 

C d + a^ 

i 

2k 

yd + a) a 

1 d J 


3.- Hallar el campo magnético en el punto P para la distribución de corriente formada por 
dos alambres semi-infinitos y un alambre semicircular que se muestra en la figura: 



Consideremos un sistema de referencia con origen en el punto P como se muestra en la 
figura, donde el eje z sale de la página. El problema puede ser separado en tres partes 
como se muestra en la figura. Por la simetria dei problema, la contribución de los alambres 
semi-infinitos es la misma, por ello sólo calcularemos el alambre 1 y consideraremos que 

B l = B, y el campo resultante vendrá dado por: B R = B t + B 1 + B, = 25, + É 2 
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Aplicaremos la ley de Biot-Savart para calcular el campo magnético en cada sección dei 
alambre 

d E = jU ° í ^ X ( F ~ F ') 

An | y — y' I 

Cálculo de B x 

En este caso los vectores son: 
r - 0, r' = xi + Rj, dl = dr' = dxi 
Por lo tanto: 


r — r 


-xi - Rj |r-r'| 3 = (x 2 + R 2 ) 


y 

dí x(r ~r') = dxi x(-xi -Rj^j- Rdx (-/: j 
Reemplazando en la ley de Biot-Savart, tenemos: 



B L * 

4^ R VTTr 1 



Cálculo de B 2 


Mirando la figura adjunta, vemos que en este caso 
los vectores son: 

r- 0, r' — -RÚYí(f)i -Rcosif) j 
dl - dr'--Rcos(/)d(/>i + Rsin(/)d(/> j 





Por lo tanto: 

_^ t # A A I _^ ^ j I j o 

r -r = Rsin<f)i + Rcos0 j; \r-r\=R 


y 
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dí x(r -r') = (-Rcos 0d0i + Rsm(j)d(j) j')x(,Ksin^í + Rcos(j) /) 
desarrollando el producto cruz por medio dei determinante, tenemos 

yv /v 

i j k 

dl x{r-r')=-Rcos(j)d(j) Rsh\(j)d(j) 0 

7?sin^ Rcos(j) 0 

díx{r -r') = -R 2 d(/)[cos 2 (/) + sm 2 (f)^k 

dí x(r - f') = -R 2 d(j)k 
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Tercera Prueba de Electromagnetismo 
Ingeniería Plan Común 
Semestre de Otono 2013 


E- Una espira rectangular se mueve con velocidad v = vi constante saliendo de una región 
de campo magnético B = Bk constante que sale de la página y que está homogéneamente 
distribuido en una región rectangular que se indica con línea punteada. Hallar la magnitud 
de la Fem £ inducida en la espira rectangular e indique en que dirección se mueve la 
corriente inducida. 


© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 

© 






L 


© 

© 

© 

© 

© 


© 

© 

© 

© 

© 


Solución: 

Se mostrará la solución usando los dos métodos siguientes: 

Método a) se calcula la Fem usando la ley de Faraday-Lenz £ = ^ 

át 


Método b) usando la definición de Fem: 



■dl 


Método a) se calcula la Fem usando la ley de Faraday-Lenz 

Calculemos el flujo magnético <j) m = J B ■ dÀ a traves dei sector de la espira que se encuentra 

dentro de la región con campo magnético. Como B y dA son paralelos y además B es 
constante el flujo queda: 

</>„, = BA . 

Llamemos x a la sección horizontal de la espira que aún está dentro de la región con 
campo magnético. Entonces A- Lx , e s decir, el flujo magnético viene dado por: 
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<t>,n = BLX 

La Fem inducida, en valor absoluto, queda entonces: 

_ _ d ( BLx ) _ BL dx 

dt dt dt 

dx 

y dado que v - —, se obtiene la Fem 
dt 

£ = BLv 


El sentido de giro de la 
corriente inducida 1 en 
la espira es tal, que 
produce un campo 
magnético inducido que se opone al cambio dei flujo. 


© 

© 

© 

© 

©! 

© 

© 

© 1 

(°f~ 

“ © | 

© 

© 

© \ 

© 

i © 

© 

© 

© 

◄- 

© 

x - * 

© i 



v 


Cuando la espira está saliendo de la región con campo magnético, está disminuyendo el 
número de líneas de campo magnético que la cruzan la espira saliendo fuera de la página, 
por ello, se genera una comente inducida contraria al movimiento de los punteros dei reloj 
que genera campo magnético que sale hacia fuera de la espira, como se indica en la figura. 

Método b) usando la definición de Fem: £ = j Ê ■ dí 

Consideremos solamente el trozo vertical de la espira que se encuentra dentro de la región 
con campo magnético moviéndose hacia la derecha con velocidad v como si estuviera 
aislado dei resto de la espira. 

Sobre cada portador de carga positivo de esta varilla actúa 
una fuerza magnética dada por: F m - qvxB. Dado que 

| yv -* A 

v = vi y que B = Bk , el producto cruz vale 
vxB - vi xBk - vB(-j ), 

es decir, la fuerza magnética sobre la carga q apunta hacia abajo: 

F,n = -qvBj 
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La fuerza magnética actuando sobre cada portador de carga produce una acumulación de 
carga positiva en la parte inferior de la varilla y una acumulación de carga negativa en la 
parte superior de ella. Esto genera un campo eléctrico E que produce una fuerza eléctrica 
que se opone a la fuerza magnética. En el equilibrio dichas fuerzas opuestas se anulan, es 

decir, qE — qvxB , y cesa el movimiento de carga de un extremo a otro. Recuerde que 
estamos considerando como si este trozo de varilla estuviera aislado dei resto de la espira. 
Cuando esto ocurre, podemos calcular la Fem £ que se produce mediante la definición: 

£ = | Ê ■ dí , donde É = vxB = —vBj y dí - dyj . Haciendo la integración a lo largo dei 

alambre, desde y = 0 hasta y = L , y dado que E y dl son antiparalelos, la Fem en valor 
absoluto vale: 

L 

£ = | É ■ dl = J vBdy 

0 

£ = vBL 

Resultado idêntico al obtenido por el método a). 

El sentido de la Fem £ es el mismo que el sentido de la fuerza magnética F m sobre los 

portadores de carga positivos. Esto significa que si conectamos este trozo vertical de 
alambre al resto de la espira, la corriente inducida I circula hacia abajo, es decir, en 
sentido contrario a los punteros dei reloj, tal como vimos en el método anterior. 

2.- Hallar el vector campo magnético B en el punto P , creado por un alambre muy largo 
de radio R que lleva una densidad de corriente J = cte que sale de la página. Dicho 
alambre tiene un agujero cilíndrico muy largo de radio a en la posición que se indica en la 
figura a través de la distancia / y el ângulo 0 
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Solución: 

Este problema puede ser resuelto usando el principio de superposición, es decir, el campo 
magnético resultante È R en el punto P viene dado por la superposición dei campo 

producido por el alambre grande B g (J ), que es función de la densidad de corriente J , y 

dei campo magnético producido por el agujero cilíndrico B ch (—J) como si fuera un 

alambre con densidad de corriente contraria a la densidad de corriente dei alambre grande, 
es decir, 

B R =B g (J) + B ch (-J) 

Como el punto P de observación dei campo está fuera dei alambre con corriente y fuera 
dei agujero cilíndrico, entonces usando la ley de Ampere podemos calcular el campo 
magnético a una distancia r dei centro de cada alambre. 

Apliquemos la ley de Ampere a un alambre muy largo: 

(j) r B dí - fl {] J NEIA 

Dado que B y dl son paralelos a lo largo de la curva Amperiana T, y dado que sobre la 
Amperiana de radio r fijo no varia el módulo dei campo magnético, podemos escribir: 

^ B ■ dl — B2 tti — p 0 I NETA 

Por lo tanto, el campo magnético fuera dei alambre muy largo con corriente I NETA viene 
dado por: 

g _ NETA 

_ 2nr 

Este mismo resultado lo aplicaremos al alambre con corriente de radio R y al agujero 
cilíndrico de radio a . 
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Campo magnético creado por cilindro grande. 

n _ Mo 1 NETA g 

8 2 xr g 8 


donde r = 2R y donde ê es un vector unitário en la dirección dei campo magnético 
creado por el alambre grande en el punto P . En este caso, dado que la corriente sale dei 
cilindro grande, el vector unitário apunta justo hacia arriba en el eje y , es decir, e„ = j. La 


corriente neta viene dada por I g = j JdA - JA- J nR 1 , por lo tanto, el campo creado por el 
cilindro grande viene dado por: 


- _ r 0 JttR 2 ~ 
8 2n2R J 



Campo magnético creado por el agujero cilíndrico de radio a 

_ NETA % 


B C h — 


2 nr. 


"ch 


ch 


Donde I NETA - J JdA = J7ra 2 y ê ch es un vector unitário en la dirección que apunta el campo 


magnético considerando que la corriente entra en la página. De la geometria que se muestra 
en la figura se obtiene r ch como 



donde l x -1 cos 0 y / = l sin 0 . 
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El campo magnético producido por el agujero cilíndrico que lleva una corriente que entra 
en la página (porque estamos considerando que la densidad de corriente es negativa) , 
apunta hacia abajo como lo muestra la figura. Allí se ve que el vector campo magnético se 
desvia de la vertical hacia abajo justo en el ângulo (fi . A partir de esa información podemos 
obtener el vector unitário ê ch en la siguiente forma: 

ê ch = - sin (pi - cos (pj 


Nota: También podemos obtener el vector unitário en la siguiente forma alternativa. 

Consideremos un sistema de referencia justo en el centro dei agujero cilíndrico. Entonces el 
vector r ch se escribe 

K:h = r ch (c°s - sin <p]) 

La diferencial de este vector es un vector tangente a la curva 
dr ch = r ch (— sin (j)d(j)i - cos (pd(p j) 

El vector unitário ê ch tangente a la curva, en el sentido de crecimiento dei ângulo (p, puede 
ser obtenido simplemente como 

= ê ch = - sin (pi - cos (p j 

ê ch = - sin (pi - cos (p j 
Resultado idêntico al anterior. 


d Kh 
I d Kh 


Con todos los datos anteriores podemos escribir el campo magnético creado por el agujero 
cilíndrico: 


B ch — 


_ NETA 


2 nr 


"ch 


ch 


B 


ch 


M,/ 


0 NETA 


27TyJ(2R + l x ) 2 +íy 


(-sin pi 



Donde 
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sin (f) = , 

V(2 R+h) 2 +l 2 y 


COS (j) — 


(2 R + l x ) 

jVR + lJ + l; 


Pero la corriente vale: I NETA = J7Ccr , luego 



Reemplazando los valores encontrados de B g y B ch en la relación 


B R =B g (J) + B ch (-J) 


se tiene: 


B r = 


MqJR 


./■+ 


jn 0 Ja 2 


4 2^(2R + l x ) 2 +1 


(-sin^i -cos^j) 


Reordenando, tenemos finalmente: 


Br=- 

jLl^Ja 2 sin (f) 

•i +• 

jU 0 JR jUqJq 2 cos (/) 

ri 

2pR + lf+í; 

4 2pR + l x ) 2 +l; 


reemplazando los valores de sin (f) y cos (f) 


Br=- 

B 0 Jaly 

■i +< 

jU 0 JR ju 0 Ja 2 (2R + l x ) 

•] 

2((2 R + l x ) 2 +l 2 y ) 

4 2((2R + / v ) 2 +/;) 


3.- Calcular el campo magnético B (en 
magnitud y dirección) en el punto P 
creado por un alambre vertical de largo 
L/2, un alambre horizontal de largo L y 
una semicircunferencia de radio R , que 
llevan una corriente constante I como se 
muestra en la figura. 
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Solución: 

El campo magnético en el punto P es la suma de los campos magnéticos creados por el 
alambre vertical de largo LI2 (rotulado 1), más el alambre semi circunferencial de radio 
R (rotulado 2), más el alambre horizontal de largo L (rotulado 3) 

B r =B 1 +B 2 + B 3 


Campo creado por un alambre finito. 

Consideremos que el origen dei sistema de referencia está justo en el punto P . 


Para el alambre 1, se tiene 
r = Õ 


—•/ / "i 

r =yj 
r-r=-yj 
\r-r\ = y 
dl = -dyj. 




(~dyj)x(yj) 

(r 2 +x 2 ) 3 ' 2 


B ] (r) = Õ 


Kj\ y_Mh<]) 
^l(R'- + x-f n 



Para el alambre 3, se tiene: 
r = Õ 

r' = xi - Rj 
r -r' = -xi + Rj 
| r - r '| = \Jr 2 + x 2 
dl = dxi 
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& 


B 3 (r) = 


BÁr) 


Mo 1 f 

+ 

K 

_l_^ 

X 

3t 

4n\ 

(R 2 + x 2 ) 3/2 

Mo IR 

f dx f c 

4 K 

l(R 2 +x 2 ) 3 ' 2 

jU 0 IR 

( \ 
X 

4 n 

yR 2 slx 2 + R 2 J 


_ 


^ axyi x j 
^ o (li 2 + .r 2 ) 


B,{r) 


Mo 1 B 


4xR^L 2 + R 2 


Para el alambre 2 se tiene 
r =0 

r' = -xi + yj - -R sin Oi + R cos 6 j 
r-r' = R sin 6i - R cos 0 j 
Ir -r'\ = R 



dl = ds 

donde ds es un vector tangente a la 
circunferência y que es obviamente 
perpendicular al vector (r -r'), y su módulo mide la longitud diferencial dei arco. El 
campo magnético viene dado por 




JU Q I c díx(r-r') 
4 71 


\r - r 


Reemplazando los vectores y recordando que por ser perpendiculares, se tiene 

ds X (r - r') = ds\r - r'\ sin 90° k - ds\r - r'\ k 

luego 

ds r 




r — r 


2 4 K ] R 


Mo 1 

4 nR 2 


J dsk 


pero 
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J ds = 7üR 

o 

Finalmente el campo de la semi circunferência viene dado por: 



Por lo tanto, el campo resultante en el punto P viene dado por: 
B r =B 1 +B 2 + B 3 

Reemplazando los valores obtenidos 


B =0k+^-k + - M o . IL k 

4R <Wl 2 +R 2 


El campo resultante viene dado por 
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Solucionario 

Tercera Prueba de Electromagnetismo 
Ingeniería Civil 
Semestre de Primavera 2013 


1Un alambre infinitamente largo es portador de una corriente 1\ . Este alambre se ubica 
en el plano de una espira rectangular, la cual conduce una corriente I 2 , tal como se muestra 
en la figura. 



Determine la magnitud y dirección de la fuerza neta ejercida sobre la espira por el campo 
magnético creado por el alambre largo 


Solución: 

la) Hallar el campo magnético creado por el alambre largo usando ley de Ampere. 

Dada la simetria de las líneas de campo magnético creadas por el alambre infinito, usando 
la ley de Ampere podemos escribir: 


j) B ■ dl =M,r neta 

B x 2nx = ju 0 f 


2 JÜX 


Sobre toda la espira, el campo magnético apunta entrando perpendicularmente en el plano 
xy, es decir: 


*.= 


2nx 


(-*) 


345 
















2.3.1 Unidad IV: Solucionario de Pruebas 


O también: 


B x = -B x k 


lb) Hallar la fuerza sobre cada segmento de alambre. 

La fuerza sobre un alambre con corriente viene dada por la expresión F — L, J dl xB x , 


donde B x es el campo externo al segmento de espira que lleva una corriente / 2 . Si 
aplicamos esta expresión a cada uno de los segmentos de la espira rotulados dei 1 al 4, y 
rotulando cada dl según el rótulo dei segmento, se tiene: 


a) segmento vertical 1: dl x = dyj , 

F x = I 2 J dí x x B x (—k) — I 2 J dyj x B x (-k) = {—i )/ 2 J dyB x 

Pero cuando varia y , la distancia x permanece constante, por lo tanto, el campo magnético 

í r \ 


no varia, sino que toma siempre el valor constante B { (x = c) = 
jdy = l, la fuerza viene dada por 


\2nc j 


. Dado que la integral 


p _ í 

H) 

1 t l7tC ) 



b) segmento horizontal 2: <r// 2 = dxi 

c+a 

F 2 = F_\dUB x = I 2 J dxB x (r)(j) 


CTU 

= h { dx\ 


F(J\ ^ 

2 KX 


(j) 


Integrando, se tiene: 


ln^ C + aA 


2 n 


\ c j 


c) segmento vertical 3: dl x = -dyj , 

F x = 7 2 | dí 3 xB x (-k) = I 2 Jí/y (-j^xB x (-íc) = (i)/ 2 J dyB x 
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Nuevamente el campo magnético no varia en la trayectoria de integración, por lo tanto, 
ocurre lo mismo que en el segmento 1, pero con el campo magnético evaluado en x = c + a , 


B l (x = a + c ) 


( , \ 

M/l 

2 7r(a + c) y 


Finalmente obtenemos: 



d) segmento horizontal 4: dl 4 = -dxi 

c+a 

F 4 = / 2 J dl 4 xB l = I 2 J dxB x (x){-j) 


Integrando, se tiene: 



Vemos así que F 2 y F 4 son iguales en módulo pero apuntan en direcciones contrarias, por 
lo tanto se anulan al sumários, es decir: 

Fr=F 1 + F 2 + F 3 + F 4 = F 1 + f 3 


Explícitamente, 



Es decir, la fuerza neta apunta hacia la izquierda 
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2.- Dos espiras de rádios ay b respectivamente, con b < a , están colocadas en forma 
perpendicular a un eje común. Las espiras portan comentes estables I x e I 2 en direcciones 
opuestas y sus centros están separados una distancia L , tal como se muestra en la figura. 



a) Encuentre una expresión para el campo magnético resultante B R (z) a lo largo dei 
eje z. 

b) Suponga que es posible regular la corriente I 2 en la espira de radio b . Encuentre el 


valor de / 2 para que B R (z ), en z = 


L 

2 


sea igual a cero. 


Solución: 

a) Cálculo dei campo creado por una espira de radio R a una altura z sobre su plano. 



El origen dei sistema de referencia lo ponemos justo en el centro de la espira de radio R. De 
la figura vemos que 
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r = zk 

(posición dei punto donde queremos medir el campo magnético) y que 

r = R cos 9 i +Rúyí 6 j 

(posición de la fuente que crea el campo). 

Mirando la figura, vemos que 

dl = dr - -R sin 9d0 i + Rcos 9d9 j 
donde 0 < 9 < 2n. 

La diferencial de campo magnético viene dado por la ley de Biot-Savart: 


_ A/ díx(r- 

-r) 

Ar7l 

— —/ 

r — r 

3 


Calculemos (r — r') y su módulo: 
(r - r') = —R cos 9 i - R sin 9 j + zk 



Usemos la forma dei determinante para calcular el producto cruz: 

yv yv ^ 

i j k 

díx(r-r')= -Rsin9d9 Rcos9d9 0 

—R cos 9 -Rúyí9 z 

dí x(r-f') = i zRcos9d9 - j zRsin9d9 + k R 2 d9 


Reemplazando en Biot-Savart: 


_ Ro 1 díx{f-r) 
\n |f — ~p'\ 


H i [i zR cos 9d9 - j zR sin 9d9 + k R 2 d9^j 

4 ^ (R 2 +z 2 ) 3/2 


Al integrar se eliminan las componentes x e y dei campo magnético, ya que 

Í 2n r2n 

sin 9d9= cos9d9 = 0, luego el campo magnético resultante apunta sólo a lo largo 

0 J 0 

dei eje z: 


B = J dB 


ju 0 IR 2 r 2 * d9 £ 
~^ Jo (R 2 + z 2 f 
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Al variar el ângulo 6 entre 0 y 2n recorremos toda la espira. Sin embargo, cuando esto 

ocurre no varia z ni R , por lo tanto, el campo magnético B(z) a lo largo dei eje z viene 
dado por: 



b) Cálculo dei campo creado por las dos espiras. 

Ahora aplicamos este resultado general a cada una de las dos espiras, suponiendo que el 
punto P de observación dei campo magnético se encuentra a la derecha de las dos espiras y 
a una distancia z dei origen que ubicaremos justo en el centro de la espira de radio a con 
corriente /,. 



Campo magnético creado por la espira con corriente /, ubicada en el origen 



Campo magnético creado por la espira con corriente / 2 ubicada a una distancia L dei 
origen 


R ( 7 \ — 


2 

, ?\ 3/2 

[b 2 +(z-L) ) 
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Nótese que los campos apuntan en distintos sentidos sobre el eje z ■ El campo resultante 
B r (z) de las dos espiras viene dado por la suma vectorial de los campos: 

B r (z) = B l +B 2 
Explícitamente: 



3b) Cálculo de la corriente / 2 para lograr que en z = — se anule el campo resultante. 


Evaluando el resultado general en z - — se tiene 



Despejando, obtenemos finalmente: 


2 

a 

J — l 

( L 2 '] 

b 2 + - 

{ 4 J 

3/2 

1 2 ~ 

b 2 

' 2 

a + — 

v 4 J 

3/2 
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Solucionado 

Tercera Prueba de Electromagnetismo 
Ingeniería Plan Común 
Semestre de Primavera 2014 


Una espira de alambre en forma de un rectángulo de ancho a 
y largo b se encuentra a una distancia fija d de un alambre 
muy largo que lleva una corriente variable I(t) = 7 0 sin cot. 

La espira y el alambre largo se encuentran fijos en el plano 

(vy). 

a) Hallar el flujo magnético <j) m = J B ■ dS sobre la espira 

b) Hallar la fem inducida e - - en la espira 

dt 

c) Hallar el sentido de la corriente inducida en la espira 

71 

cuando cot varíadesde cot = 0 hasta cot- — 

2 


I 



b 


a 



d) Hallar el sentido de la corriente inducida en la espira cuando cot varía desde cot = — 
hasta cot =7T 


Solución: 

a) Hallar el flujo magnético ç\ n = J B ■ dS sobre la 
espira. 


Si consideramos que la diferencial de superfície de la 
espira entra en la página dS = -dS k , entonces, en un 


primer momento, el campo magnético B = 




2 7lr 


k y la 


diferencial de superfície dS =-(bdx)k son paralelos. El 
flujo magnético sobre el área diferencial dS = bdx 
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mostrada en la figura que está ubicada a una distancia r = (d + x) dei alambre, viene dado 
por: 

r a, m 


t=\BdS=l BdS = (bdx) 

J J ' 2n{d + x) 

Integrando obtenemos 

Ll ( hI(t ). ( d + a) 

= — -ln - 

2n yd) 

Pero / = 7 0 sin cot , luego el flujo magnético es variable en el tiempo: 


ò (t) - ln 

( d + a\ r . 

/ ^in /'fjf 

Tm r\ ^ 

171 1 

1 Q oill UJl 

v d ) 


b) 


Hallar la fem inducida £ = - 


d<t> m 

dt 


en la espira. 


derivando la fem recién obtenida 


£ = -- 


dt 


M ln 

2 n 


r d + a 
v d 


I 0 sin cot 


\ 


St tiene: 


e = 


M^ ln 

2 n 


' d + a^ 

v d y 


COS cot 


c) Hallar el sentido de la corriente inducida en la espira cuando cot varia desde cot = 0 

, n 

hasta cot = — 

2 

71 

Cuando cot varia desde cot = 0 hasta cot = — , la función seno crece desde 0 hasta 1, es 

2 ' 

decir, el flujo hacia adentro de la espira aumenta. Como consecuencia, la corriente inducida 
/, fluye en sentido contrario al movimiento de los punteros dei reloj, para generar así un 
campo magnético inducido que apunta hacia afuera de la página, que se opone al aumento 
de flujo hacia adentro. 
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d) Hallar el sentido de la comente inducida en la espira cuando cot varia desde cot = — 
hasta cot = 7t 

71 

cuando cot varía desde cot - — hasta cot = 7T , la función seno disminuye desde 1 hasta 0, 

es decir, el flujo hacia adentro de la espira está disminuyendo. Como consecuencia, la 
corriente inducida 7 ( fluye a favor dei movimiento de los punteros dei reloj, para generar 
así un campo magnético inducido que se opone a la disminución de flujo hacia adentro. 

2.- En un cierto instante de tiempo t, la barra metálica de masa M se mueve hacia la 
derecha a una velocidad v(t) = v(t) j sobre dos rieles conductores paralelos separados una 
distancia D . En la región de los rieles existe un campo magnético constante y uniforme 
que apunta en la dirección z'. B = Bk . Todo el circuito que se forma tiene una resistência 
equivalente R que se muestra en la figura. 



a) Hallar la fem inducida £ en la varilla, en magnitud y sentido, como función de la 
velocidad v, dei campo magnético B y de la separación D . 

b) Hallar la corriente inducida en el circuito / . 

c) calcular la fuerza magnética F m que ejerce el campo magnético sobre la varilla que 
lleva una corriente inducida I. 
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d) ETtilizando los resultados anteriores, resuelva la ecuación diferencial dei 
movimiento para encontrar la velocidad como función explícita dei tiempo v = v(t ), 

sabiendo que en t = 0, la velocidad inicial es v 0 = v 0 j . 

e) Use el resultado obtenido para la velocidad en función dei tiempo y exprese 
la fem inducida £{t ) y la corriente inducida I(t) como función explícita dei tiempo. 


Solución: 

a) Hallar la fem inducida £ en la varilla, en magnitud y sentido, como función de la 
velocidad v, dei campo magnético B y de la separación D . 

Podemos usar dos métodos para el cálculo de la fem inducida: 

Método 1: Calcular la fuerza de Lorentz F = qvxB sobre un portador de carga positivo de 
la barra móvil de masa M : 

Dado que v(t) = v(t) j y que B-Bk , tenemos: F = qvB(jxk) = qvBi . Esto significa que 
las cargas positivas son obligadas a moverse a lo largo de la barra en dirección de los 
punteros dei reloj. Esto significa que la fem inducida apunta en la dirección de a —>b . La 

fem inducida se obtiene de la relación £ = J É-dí , donde el campo eléctrico viene dado por 
E = vB , por lo tanto, 

£ - J E dl = BDv 
£ = BDv 

donde D es la separación entre los dos rieles metálicos. 

Método 2: Calcularemos la fem inducida como consecuencia de la variación dei flujo 
magnético sobre la espira de tamano S = Dy , de área diferencial dS = D dy 
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El flujo magnético en módulo queda 
(j) m = J BdS = j BDdy = BDy 




La fem inducida se obtiene a través de la expresión £ =-—. En valor absoluto nos 


dt 


queda 


d (BDy) dy 

£ = — K - - — = BD — = BDv 

dt dt 


Definiendo — = v , se tiene finalmente: 
dt 


£ = BDv 


b) Hallar la corriente inducida en el circuito I. 

£ 

Dado que toda la resistência dei circuito vale R , entonces la corriente inducida vale I = —, 

R 

es decir, 

BDv 
R 


c) calcular la fuerza magnética F m que ejerce el campo magnético sobre la varilla móvil 
que lleva una corriente inducida I. 
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La fuerza magnética sobre la barra móvil de masa M se calcula a través de la expresión: 
F m = J / dí x B ext , donde dl apunta en la dirección de la corriente inducida I , es decir, 

dl = dxi , por lo tanto, 

D 

F m = jldíxB = IBj dx(l xk) = IDB(-j) 

0 

h=-IDBj 

Esto significa que la fuerza magnética sobre la barra móvil apunta en dirección contraria a 
la velocidad, ya que v = v j 

d) Utilizando los resultados anteriores, resuelva la ecuación diferencial dei movimiento 
para encontrar la velocidad como función explícita dei tiempo, sabiendo que en t = 0, la 

velocidad inicial es v 0 = v 0 j. 


La ecuación de movimiento viene dada por la segunda Ley de Newton: F = Ma = M 


dv 

dt 


Al aplicaria al movimiento a lo largo dei eje y , tenemos 


dv 

-IDB = M —. 

dt 


En este problema no estamos considerando roce y además las fuerzas a lo largo dei eje z , 
es decir, el peso y la normal, se anulan entre sí. 

Recordemos que la corriente inducida viene dada por I = , reemplazando en la 

R 

ecuación diferencial anterior se tiene: 


D 2 B 2 _dv 

MR dt 

ecuación que se reescribe como 

dv f D 2 B 2 "\ , 

— =- dt 

v ^ MR y 

Integrando se tiene 
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ecuación que nos dice que en t = 0, la velocidad inicial tiene valor v 0 íO y que al pasar el 
tiempo, la velocidad instantânea decrece exponencialmente, hasta que finalmente la barra 
se detiene. 

e) Use el resultado obtenido para la velocidad en función dei tiempo y exprese la fem 
inducidaf^) y la comente inducida I(t) como función explícita dei tiempo. 

La fem inducida viene dada por £{t ) = BD v(t) y la comente inducida viene dada por 
BD 

I(t) =- v(t ), reemplazando el valor de la velocidad instantânea, queda 
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Solucionario 

Prueba Optativa Electromagnetismo 
Ingeniería Plan Común 
Semestre de Primavera 2012 


E- Una espira con forma de triângulo rectángulo se mueve con velocidad v =vi entrando 

en una región de campo magnético homogéneo B = Bk que sale de la página. Hallar la 
magnitud de la Fem £ inducida en la espira e indique en qué dirección se mueve la 
corriente inducida. 



▲ y 


*■ 

X 


Solución: 

Sea x la parte horizontal dei triângulo que está dentro de la región con campo. El flujo 
magnético vale: ç\ n = J B dÃ. Si consideramos que dÂ sale de la página, entonces B y dÀ 


son paralelos y como es constante, se tiene: (f) m = J B dÂ = BA lriái ^ ulo = B 


f -xh 

v2 , 


, donde h es 


la altura dei triângulo rectángulo que está justo dentro de la región con campo. Dado que 


tan a = —, el flujo queda: (j) m = —xB tan a. Aplicando Faraday-Lenz: £ - 

x 2 dt 


, se tiene: 


£ = - 


d 


d</> m 


dt dt 


í „2 


x B tan a 


V 


. En valor absoluto, la Fem inducida vale £ = vBx tan a 


2.- Hallar el campo magnético vectorial en el origen O dei sistema de coordenadas, 
producido por un alambre con corriente I formado por segmentos rectos de largo L , y un 
segmento vertical de largo 2 a que está separado dei origen una distancia D . 
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O 




D 3 


a 


a 


Solución: 

Los alambres horizontales los numeramos 1 y 2 y el alambre vertical lo numeramos 3. 
Alambre 1: 

— X —/ ? A /— —/\ C" '"í I— —/| / õ 2 

r =0, r=xi+aj, [r — r) = —xi—aj, \r — r\ = \x +a 

' ^ / A 

dl = -df = -ctó 

5 (F) = thL t dlxíf-?) = ft/T dx!x M - a J) 

1 4# ■* Ir-rl 3 4;r 1 




(x 2 + A 2 ) 7 


4;r 


(;r+a 2 ) ; 


B - »«' . 

(.D + L) D 

>k 

4 na 

^(D + L) 2 +a 2 yjD 2 +a 2 



Por simetria el B ] = 5 2 


Alambre 3: 

F = Õ, r=Di+y], (f-r) = -Di - y], \ r 
B, 


r'\ = \Jd 2 + y 2 


_ A/ I 

r dí x (r - 

-r) _ M 0 I 

Alt J 

I | 

r - ri 

4 K 


(D 2 + y 2 )' 




JuJD ç dy 


BÁr) = 


-a ( d 2 + y 2 f 

Mo 1 y 


4 xD Jd 2 + y 2 


BAr) = - 


/l 0 Ia 


27lD^D 2 +a 
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El campo resultante viene dado por B R = B ] + B 2 + 5 3 



3.- Calcular el campo eléctrico É creado por una varilla de largo L , de densidad lineal de 
carga constante (Á = cte) en el punto P(a,b), donde a>L. b) Calcular el potencial 


j í ^ 

electrostático en P(a,b ) usando la relación V(r)= f-p—— 

J \f — f I 


/i 


i\ 


f 


P(a,b) 

f 

\b 


-> 


Solucion: 

a) Campo eléctrico: 

ú+bj, r' = xi, (r-r') = (a-x)i +bj, |r -r'| = yj(a-x) 2 +b 2 


r = ai 


j- kAdx(r 

-o: 

.kAi 

J | 

0 

r - r'\ 

i x - 

U 


(( a-x)~ +b 2 j 


dx 


É = kAÍ - dX ^ a i+kÀb\ — 

Q [(a-x) 2 +b 2 ^j 2 0 ^(a -x)~ +b 2 J 




É = kÁ 

1 1 

- kA 

L-a a 

._|_. 

J 

yj( a-L) 2 +b 2 yla+b 2 

i \ 

b 

y](a-L) 2 +b 2 yja 2 +b 2 


b) Potencial electrostático: 

Usando los mismos vectores anteriores, podemos escribir el potencial electrostático como 
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Solucionario 

Prueba Optativa Electromagnetismo 
Ingeniería Plan Común 
Semestre de Otono 2013 


E- a) Calcule el campo eléctrico E p en un punto P exterior a un cilindro con densidad 
volumétrica de carga p , radio R y altura h , cuyo eje coincide con el eje Z , tal como se 
muestra en la figura, b) Calcule el potencial electrostático </> . 


x 



Solución: 

a) Calcule el campo eléctrico E 

En primer lugar, consideremos un diferencial de carga dq = pdV , donde el volumen dV 
corresponde al cilindro diferencial de carga ubicado a una distancia z de la base dei 
cilindro, 

dV = rdOdrdz' (1) 


dr 



Poniendo el origen dei sistema de coordenadas en la base dei cilindro, se tiene, 

f = zk (2) 
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donde z localiza al punto fijo P . La posición dei elemento diferencial de volumen viene 
dada por, 

r' = r cos Oi + r sin 6 j + z'k (3) 

donde r es el radio variable dei elemento de volumen 
Luego 


(r -r') = (z~z')k ~rcosOi -rsinôj 


\r - r 


+ (z-zT 


(4) 

(5) 


El campo eléctrico viene dado por 


É(?) 


1 j -p(r-r')dV 


\r - r 


E(r ) = 


4 ne, 


■í 


-r cos di - r sin dj + (z - z') k rd Odrdz' 

TZ ,\3/2 

(r“+(z-z')“) 


( 6 ) 

(7) 


Dado que la coordenada 6 varía entre 0 y 2k . las dos primeras integrales se anulan y la 
última integral queda, 



(z- z')rdrdz' 

7 i \3/2 

(r 2 +(z-z')-) 


k 


( 8 ) 


Dado que las variables de integración son independientes, hagamos primero la integral 
sobre la variable r , esto es, 


Ê ^ = ^\( z - z ') dz '\ 
Zt 0 0 0 


rdr 


l „ ,\3/2' 

(r-+{z-z'Y) 


(9) 


Se obtiene, 


É(r) = ^-\{z-z)dz 

o o 


z-z 


R 2 +{z-z) 2 


Dado que z - z > 0, se tiene 


È(r) = z~~ 
2e n 


í*'-j 

0 0 


(z-z)dz' 

R 2 +{z-zf 


El campo eléctrico resultante depende sólo de la variable z , 


( 10 ) 


( 11 ) 
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E(f) 


2 e n 


h + jR 2 +(z-h) 2 -Yr 2 +. 


( 12 ) 


b) Calcule el potencial electrostático ô . 


El potencial viene dado por 




1 f pdV 


C pav 
J Ir -ri 


4 7t£ Q j \r — f\ 


(13) 


Considerando el mismo elemento de volumen, y reemplazando los valores obtenidos antes, 
se tiene 

1 r prdOdrdz 


</>(r) ■ 


4 ne, 


í 


V r 2 +{z-z') 2 


Integrando sobre d , y separando las integrales, se tiene, 

P_" R _ 

^CÍJr 2 + (z- z :f 


m=z£r\dz\- 


(j>ir) = -^—^dz' yjR 2 +(z-z') 2 -|z-z'| 


2e n 


o o 
/? 


J yjR 2 +{z~z'Ydz -^\z-z'\dz 


o 


Integrando se obtiene <j>{z ), 


4e n 


0(z) = -^—\h 2 -2zh-(z-h) J(z-h)~ + R 2 + zJz 2 + R 2 )- 


pfE 
4 e n 


ln 


(z~h) + J(z-h)~ +R 2 


z + 


Jz 2 +R 2 


(14) 


(15) 

(16) 

(17) 


(18) 


2.- Por una delgada tira metálica muy larga de ancho 2b circula una corriente I a lo largo 
de su longitud en la dirección k , como se muestra en la figura. Hallar el campo magnético 
en el punto P a una altura h sobre el centro de la tira. 
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y 



Solución: 

Consideremos una tira diferencial de espesor dx que lleva una corriente diferencial dl a 
una distancia x dei origen de coordenadas. 


y 



La corriente diferencial se obtiene a través de la relación 


(D 


J__dL 

2b dx 

Por la ley de Ampere sabemos que el campo magnético producido por un alambre muy 
largo viene dado en magnitud por la relación, 


B = 


P-J 


2 7lr 


( 2 ) 


donde r = y/r +x 2 , es la distancia desde el alambre al punto de observación dei campo 
magnético. La dirección dei campo magnético viene dada por un vector unitário ê ± 

perpendicular al vector que va desde el punto P al alambre diferencial, como se ve en la 
figura 


366 






Dossier: Electromagnetismo. M. E. Onell, E. Lazo 


y 



El vector unitário ê ± viene dado por, 


ê ± = ( - sin ai - cos a j ) 

Las funciones trigonométricas vienen dadas por 

h x 

smee = —, cosee = — 
r r 

Luego, el vector unitário queda 


êj =-(-hí-xj) 
r 


(3) 

(4) 

(5) 


En consecuencia, el campo magnético producido por el alambre con corriente diferencial, 
viene dado por 



( 6 ) 


Reemplazando (1) y (5) en (6), se tiene 



ju 0 Idx 

4b7Tr 2 


i-hi ~ xj) 


Separando las integrales 

- _ jLlJh ç dx (c\ jU Q I \ xdx r - 


(7) 


( 8 ) 


Integrando, 


g = Mplh 1 

4 bx h 


arctan 



A,7 
8 bn 




( 9 ) 


La integral en la dirección j se anula, luego nos queda 
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2bn 


arctan 



( 10 ) 


3.- El alambre de la figura está formado por dos barras de igual largo / que hacen un 
ângulo 9 = 60° entre sí. El alambre se mueve hacia la derecha con velocidad constante v en 
una región de campo magnético B constante y uniforme. Hallar la fem £ ah , £ hc y £ ac . 



'60 


B( 


(g) (g) (g) (g) 


Solución: 

Consideremos el alambre ab . 

—* /V /V 

El campo magnético viene dado por B = B{-k) y la velocidad por v = vi, por lo tanto, la 


fuerza magnética F m sobre una carga q dei alambre viene dada por 


F m = qvxB = qvB(j) 


Porque ambos vectores son perpendiculares. 

La fem inducida se puede calcular como el trabajo por unidad de carga 


£ 


ab 


q 


\h-<s 


a 


(D 


( 2 ) 


donde dl apunta a lo largo dei alambre, desde a hasta b . 


a 



c 


Mirando la figura, dl se puede escribir de la siguiente forma 
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dl = <7/(cos60°z +sin60° j) 


La relación (2), queda, 


Integrando, se tiene, 


u 

e ab = J vB(j) ■ dl(c os 60°/ + sin 60° j) 


£ ah = vBl sin 60 


Consideremos el alambre bc . 

Procediendo dei mismo modo anterior, pero ahora con dl dado por 

dí = J/(cos60°z -sin60° j) 

La fem queda 


£ bc = J vB( j) ■ dl(c os 60°/ - sin 60° j) 


Integrando, se obtiene la misma expresión anterior, pero con signo cambiado, 

£ bc = -vBl sin 60° 

Por lo tanto, la fem total entre los puntos a y c viene dada por 

£ =£,+£, 

ac ab bc 

Luego, 

£„, = vBl sin 60° - vBl sin 60° = 0 


(3) 

(4) 

(5) 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

(9) 

( 10 ) 
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En esta parte dei Dossier se muestra un conjunto de Guias de Laboratorio que se han usado 
en anos anteriores, y que sirven para complementar los contenidos teóricos que se 
desarrollan en la cátedra. 

Universidad de Tarapaca 
Facultad de Ciências 
Departamento de Física 


Laboratorio N° 1: Electrostática 
Electromagnetismo Ingeniería Plan Común 


Objetivos: 

• Verificar experimentalmente la electrización de los cuerpos por frotamiento, por 
contacto y por inducción. 

• Verificar experimentalmente la conservación de la carga eléctrica. 

• Clasificar los materiales en conductores y aislantes o dieléctricos. 

• Comprender los conceptos de Fuerza Electrostática y Campo Eléctrico y sus 
propiedades. 

• Verificar experimentalmente la Ley de Coulomb 

EXPERIMENTO N° 1: Electrización por frotamiento 


En el montaje que muestra la figura acerque una varilla a cada 
uno de los cuerpos de distinto material y observe si presentan 
algún comportamiento en especial. Luego acerque la misma 
varilla, que ha sido previamente frotada, a cada uno de los 
cuerpos colgantes e indique si presentan un comportamiento 
diferente al caso anterior. ^La varilla al ser frotada adquiere alguna propiedad? Comente al 
respecto. Repetir el procedimiento sobre un hilo de agua, <^Qué observa?, £ puede concluir 
que:. “ La Fuerza eléctrica actúa sobre todos los cuerpos y además a distancia”?. Discuta este 
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argumento con su grupo de trabajo y explique por qué un cuerpo se carga eléctricamente al 
ser frotado. 


EXPERIMENTO N° 2: “Electrización por contacto y Fuerzas entre cargas dei 
mismo signo”. 


2.1.- Colocar dos pêndulos a una pequena distancia como muestra la 
figura. Ubique una varilla cargada por frotamiento en el espado 
entre las esferas de los pêndulos haciendo que ésta las toque al 
mismo tiempo. ^Qué observa?. Dibujar las fuerzas que actúan sobre 
cada una de las esferas y explique el procedimiento para cargar un 
cuerpo por contacto. 


Jaula de Faraday y sensor de carga: Este es un equipo que le permitirá 

conocer la cantidad y signo de las cargas eléctricas, el cual utilizará en todas las 

experiencias que se indican a continuación. 


Observaciones sobre la Jaula de Faraday 

Para descargar la Jaula de Faraday hay que tocaria como indica 
la figura, con un solo dedo y al mismo tiempo ponerlo en 
contacto con las dos rejillas. Sacar primero el dedo de la rejilla 
interior y luego de la exterior. 

La Jaula de Faraday trae como accesorios tres varillas con 
discos en uno de los extremos . Las varillas con disco de color 
azul y con disco de color blanco se cargan mutuamente por frotamiento y la tercera varilla 
tiene un disco conductor que es el probador de carga. Para descargar los discos de las 
varillas se hace contacto a tierra tocándolos y para verificar si están descargados se 
introducen en la jaula y si marca el sensor es que aún tienen carga. 
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2.2.- Cargar la Jaula de Faraday por contacto. 

Introduzca una de las varillas con el disco previamente cargado por frotamiento y toque con 
éste a la Jaula. ^Qué observa en la pantalla dei monitor ^Cómo lo explica?. Realice el 
diagrama de carga en la Jaula de Faraday. 

EXPERIMENTO N° 3: “Electrización por Inducción 

3.1. - Introduzca una de las varillas, con el disco con carga de signo conocido (cuerpo 
inductor) dentro de la Jaula pero sin tocaria y luego haga contacto a tierra tocando la malla 
interior de la jaula con un dedo, en seguida retirar el dedo y finalmente retirar el cuerpo 
inductor ^Qué indica el sensor de carga en el monitor? ^Cómo lo explica?. Realice el 
diagrama de cargas. 

3.2. - “Cargar una esfera conductora por Inducción”. 

En presencia de un cuerpo cargado (cuerpo 
inductor) toque con un dedo (conexión a tierra) a la 
esfera conductora eléctricamente neutra. Luego en 
presencia dei cuerpo inductor retire el dedo y luego 
retire el cuerpo inductor. Utilice el probador de 
carga para verificar si la esfera está cargada y cuál 
es el signo de la carga con respecto al signo dei 
cuerpo inductor. Concluya respecto a todo el proceso y 
al resultado. 

3.3. - Cargar simultáneamente por Inducción dos esferas conductoras de igual tamano”. 
Acerque el cuerpo cargado (mica que ha sido previamente frotada) a las dos esferas que 
están en contacto, tal como muestra el primer cuadro de la figura. Separe las esferas 
(Segundo cuadro) y luego retire la mica como muestra el tercer cuadro. 
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Utilice el probador de carga para conocer el signo de la carga en cada una de las esferas, 
realice los diagramas de cargas y concluya al respecto. 

Una vez conocido el signo de la carga en cada una de las esferas, ^qué sucede si pone en 
contacto a ambas esferas?. Utilice el probador de carga para verificar su suposición. 

^Se cumple el principio de conservación de la carga? Justifique su respuesta. 

EXPERIMENTO N° 4: “Conservación de la carga” 

Frote los discos, azul y blanco, e introdúzcalos juntos en la jaula, SIN TOCARLA.. ^Qué 
observa? Explique. Repita la acción anterior, pero saque uno de los discos. ^Qué observa? 
Ahora vuelva a introducirlo. ^Qué observa? Repita la acción pero con el otro disco. 
Explique lo que sucede. ^Qué prueba este experimento? ^Cuál carga es la que se conserva? 

EXPERIMENTO N° 5: Materiales Conductores y Materiales Aislantes 

Una, con varillas de distintos materiales, las placas metálicas superiores de dos 
electroscopios neutros y cargue por contacto uno de ellos y luego observe qué pasa con el 
electroscopio que no fue cargado. Clasifique los materiales de acuerdo a lo observado y 
defina qué es un material conductor y qué es un material aislante. 
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EXPERIMENTO N° 6 : Distribución de cargas en esferas conductoras de distinto tamano. 

Cargue simultáneamente por inducción, dos esferas conductoras de distinto tamano 
utilizando una mica previamente frotada y utilice el probador de carga y el sensor para 
estudiar la distribución de carga en cada una de ellas. Realice los diagramas de carga y 
concluya al respecto. 

(No descargue el probador cada vez que la use en la esfera, pero si descargue la jaula). 

EXPERIMENTO N° 7: “Distribución de carga en un conductor cónico” 

Cargue el conductor cónico por inducción y utilice el probador de carga y el sensor para 
estudiar la distribución de la carga en el conductor. Para ello coloque el probador en la 
punta dei conductor y luego en la parte más ancha.. ^Cómo es la distribución de las 
cargas?. Realice el diagrama de carga y concluya al respecto. 

EXPERIMENTO N° 8: “Campo eléctrico de una carga puntual” 

Utilizando el Generador de Van der Graff se podrá simular la forma dei campo eléctrico 
creado por una carga puntual (esfera dei generador). Dibuje lo que observo. 

Ahora que conoce la forma dei campo eléctrico para una carga puntual, dibuje el campo 
eléctrico para las distribuciones de carga de los experimentos 6) y 7). 

EXPERIMENTO N° 9: Ley de Coulomb (Demostrativo) “ La magnitud de la Fuerza 
electrostática entre dos cargas puntuales es directamente proporcional al producto de las 
cargas e inversamente proporcional a la distancia que las separa al cuadrado” . Cálculo de 
la constante K. 
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Universidad de Tarapaca 
Facultad de Ciências 
Departamento de Física 


Laboratorio N° 2: Superfícies y líneas equipotenciales y líneas de campo eléctrico 
Electromagnetismo Ingeniería Plan Común 


Objetivos: 

• Verificar experimentalmente que la superfície de un conductor es una superfície 
equipotencial. 

• Estudiar la dependencia de la diferencia de potencial con el radio en esferas 
conductoras cargadas con igual cantidad de carga eléctrica. 

• Dibujar con datos experimentales las líneas equipotenciales para electrodos de 
distinta configuración. 

• Dibujar las líneas de campo eléctrico basándose en las líneas equipotenciales de 
distintas configuraciones. 

• Determinar experimentalmente, en magnitud y dirección, el campo eléctrico para 
distintas posiciones en el espacio entre dos electrodos de distinta configuración. 


Primera actividad: 

Nota: El electrómetro conectado a la Jaula de Faraday permite medir diferencias de 
potencial. 

Cargue por inducción una esfera conductora y mida la diferencia de potencial en distintos 
puntos sobre la superfície de la esfera utilizando el probador de carga y la Jaula de Faraday 
conectada al electrómetro. ^Es la superfície de la esfera conductora una superfície 
equipotencial?. Piense en otra forma de realizar la experiencia para dar su respuesta y 
concluya al respecto. Si la superfície conductora tiene forma irregular, ^cree Ud. que 
también es una superfície equipotencial? 

Segunda actividad: 

Cargue simultáneamente por inducción dos esferas de distinto tamano y mida en cada una 
de ellas la diferencia de potencial en distintos puntos, de la misma forma que en la 
actividad anterior. Compare los valores y concluya al respecto. Mida la diferencia de 
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potencial conectando la superfície de ambas esferas directamente con los cables de la Jaula 
de Faraday que a su vez está conectada al electrómetro. Cambie el orden de los cables y 
concluya respecto a los resultados. 

Tercera actividad: Líneas Equipotenciales y Líneas de Campo Eléctrico. 

En una cubeta de vidrio vierta agua con sal una profundidad de 0,5 cm aproximadamente y 
sumerja en ella una hoja de papel roneo tratando de que éste se moje en forma pareja. En 
uno de los extremos dei papel mojado fije un electrodo curvo conectado al polo positivo de 
la fuente de poder, y en el otro extremo fije un electrodo plano conectado al polo negativo 
de la fuente de corriente continua. Entre los electrodos debe haber una diferencia de 
potencial máxima de 8 volt. 

Utilizando un voltímetro digital, conecte el punto común al electrodo negativo (conector 
fijo) y el otro conector positivo (conector móvil) ubíquelo en una posición cercana al 
electrodo curvo y mida la diferencia de potencial en ese punto, luego encuentre otros 
puntos donde la diferencia de potencial sea la misma que midió anteriormente y marque 
cada punto encontrado con un lapicero de pasta. La cantidad de puntos debe ser suficiente 
para trazar la línea equipotencial sin dificultad. 

Repita el procedimiento ubicando el conector móvil en otra posición, anotando y marcando 
los puntos para el nuevo valor de la diferencia de potencial. Este proceso debe ser repetido 
hasta cubrir la distancia que separa a los electrodos. 

Terminada la actividad, saque el papel de la cubeta para que se seque. Una vez seca la hoja, 
dibuje las líneas equipotenciales y las respectivas líneas de campo eléctrico. 


Fuente de poder 
+ 



Papel roneo 
húmedecido 
en agua con sal 
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Cuarta actividad: Magnitud y Dirección dei Campo Eléctrico. 

En la cubeta con agua salada y papel roneo en el fondo de ella, ubique dos electrodos de la 
forma que muestra la figura. Ubique y dibuje una línea equipotencial cerca dei electrodo 
curvo y otra cerca dei electrodo plano y elija algunos puntos sobre ellas donde determinará 
la magnitud y dirección dei campo eléctrico, de acuerdo a la información teórica que se le 
entrega a continuación. Discuta si los resultados son consistentes con los resultados 
obtenidos dibujando las líneas de campo eléctrico a partir de las líneas equipotenciales que 
pasan por cada punto P . 


O 


Quinta Actividad: Simulación computacional de líneas de campo y equipotenciales. 
(demostrativo) 

Puede complementar esta actividad utilizando un software de simulación computacional 
que aparece en la dirección Web que se indica más abajo. Ud. podrá verificar si sus 
resultados experimentales están de acuerdo con la teoria. 


Página Web: 

http://www.falstad.com/emstatic/index.html 

Teoria 

Determinación dei campo eléctrico É{r) a partir dei potencial V(r ). 

El potencial electrostático V(r) se puede obtener a partir dei conocimiento dei campo 

r 

eléctrico É(r), a través de la siguiente expresión: V(r) = AV ref ^ r = -j É dl , sabiendo 

ref 

que en el punto de referencia se cumple que V(ref) = 0. Por otra parte, conociendo el 
potencial V = V(x, y) en una región plana dei espado, se puede obtener el campo eléctrico 
en la forma 
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v ? y) •/’ ^x 

ox oy ox oy 

ETtilizando esta expresión general, y conociendo los valores dei potencial V = V(x,y) en el 
plano [x, y), encontraremos experimentalmente el campo eléctrico É(x,y) = EJ + E j . 

Considere la siguiente aproximación para calcular las derivadas parciales en forma 
experimental: 

fy(A- + Ar,y)-y(x,y)^_ fAy^ 


E y~- 


V{x,y + Ay)-V{x,y)) ( Ay, 


Suponiendo que en el plano de la figura existe una distribución de potencial electrostático 
y (x, y) y que ETd. se ubica en un punto P de coordenadas ( x 0 , y 0 ), lo que debe medir para 

calcular E x y E son las diferencias de potencial Ay r entre x 0 y (x 0 + Ar) a lo largo dei 
eje X , y las diferencias de potencial AV y entre y 0 y (y 0 +Ay) a lo largo dei eje Y , tal 
como se muestra en la figura a continuación. 


V(x 0 ,y 0 + Ay) 


Ay Ay 


v{xo>yo) 


V(x 0 + Ax,y 0 ) 


En consecuencia, midiendo Ax,Ay,AV x y Ay se obtiene experimentalmente el campo 
eléctrico 


E{x,y) 


Ay V fAVvV 

—- i ~ —- j 

Ax J y Ay J 
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Universidad de Tarapaca 
Facultad de Ciências 
Departamento de Física 


Laboratorio N° 3: Condensadores y Capacitancia 
Electromagnetismo Ingeniería Plan Común 


Objetivos: 

• Conocer las propiedades básicas de los condensadores. 

• Experimentar las relaciones entre carga y voltaje cuando se varia la distancia entre 
las placas conductoras dei condensador. 

• Determinar experimentalmente la constante dieléctrica de un material aislante. 

• Analizar las curvas de carga y descarga de un condensador. 

• Medir experimentalmente la constante de tiempo r dcl condensador y compararia 
con el valor teórico. 


Actividad 1: Medición de diferencia de potencial para carga fija para distintas distancias 
entre las placas dei condensador. 


Use los cables de la Jaula de Faraday para conectar el 
electrómetro con el condensador como lo muestra la figura y 
separe las placas dei condensador d = 5 mm. 


Electrómetro 



Conecte la esfera conductora a la fuente de 
potencial como lo muestra la figura. Separe 
aproximadamente un metro la esfera 
conductora dei condensador y dei electrómetro 
de manera que no afecte en las mediciones. 


1 metro 


f 


Fuente de poder 


Encienda la fuente a 1000 V y también el electrómetro. Este debe tener una lectura inicial 
de 0 V, de no ser así presione el botón de descarga dei electrómetro. 
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La esfera conductora que está 
conectada a la fuente, proporciona una 
carga Q . Para transferir esta carga Q 
al condensador use el transportador de 
carga. Después toque el condensador 
con la paleta como se muestra en la 
siguiente figura. 

Al momento que se toca la placa dei condensador, se registra un voltaje en el electrómetro. 
Si es necesario, cambie la escala dei voltaje. Anote el valor de la diferencia de potencial. 
Repita la transferencia de carga para distancias de 10 mm, 20 mm, y 30 mm y registre en 
una tabla los valores de la distancia d y los valores de diferencia de potencial respectivo. 
Asegúrese de descargar el electrómetro cada vez que vaya a hacer una medición. Trate de 
hacer las transferencias de la misma manera cada vez. 

Analice los datos que registra su tabla de valores y concluya respecto de la relación 
distancia entre las placas con la diferencia de potencial entre las placas dei condensador. 

Actividad 2: Cálculo de la capacitancia para una carga fija y distancia variable 

Con los datos de la carga, la cual puede medir con el sensor de carga conectado a la Jaula 

de Faraday, y la diferencia de potencial medida para cada una de las distancias, calcule la 

capacitancia usando la expresión C = y relacione estos resultados con la conclusión 

que planteó en la actividad anterior. 

También puede calcular la capacitancia en el caso de un condensador de placas paralelas 
con la expresión: 

q _ ks 0 A 
d 

r c 2 i 

Considere que cada placa tiene un diâmetro de 18 cm, e 0 = 8,85x10 12 - T , las 

|_ Nm 

distancias entre las placas son las mismas que en la actividad 1, y que la constante 
dieléctrica k es aproximadamente igual a 1 para el aire. Escriba el procedimiento con todos 


esfera cargada 



transportador 
de carga 


Placa dei capacitor 
(conectada al rojo) 



381 



2.3.2 Guias de Laboratorio 


los cálculos y compare los valores con los obtenidos en la actividad 2 y concluya al 
respecto. 

Actividad 3: Medición de carga para una diferencia de potencial fija para distintas 
distancias entre las placas dei condensador. 

Ahora conecte la fuente de 1000 Volt directamente a las placas dei condensador porque de 
esa forma fijamos la diferencia de potencial entre las placas dei condensador. 

Para las mismas distancias de la actividad 1, mida la carga Q en la placa, conectada al 
cable rojo, tocándola con el probador de carga y a través dei sensor de carga conectado a la 
Jaula de Faraday podrá leer en la pantalla dei monitor su valor. 

Con los valores de la carga Q y la diferencia de potencial, calcule nuevamente la 
capacitancia dei condensador para las distintas distancias. Estudie la relación experimental 
entre la carga Q en las placas dei condensador y la separación d . Analice los resultados y 
concluya al respecto. 

Actividad 4: Cálculo de la constante dieléctrica k 

En esta experiencia, el condensador se mantiene con la misma diferencia de potencial fija 
de 1000 Volt. Introduzca el material dieléctrico (cartulina) entre las placas dei condensador 
sin dejar espado entre ellas y mida la carga y la separación d . 

ks Á. 

Usando la expresión C = —^—, determine el valor de la constante dieléctrica k 

El valor de la constante dieléctrica k ^es mayor o menor que la dei aire?, ^podría explicar 
la diferencia de estos valores? 

Repita el procedimiento para otro dieléctrico. 

Actividad 5: Análisis de las curvas de carga y descarga de un condensador. 

El circuito que usará consta de un condensador y una resistência (circuito RC). La pantalla 
de su monitor le mostrará la curva de la carga y descarga dei condensador. Analice estas 
curvas y comente al respecto. 
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Actividad 6: Cálculo de la constante de tiempo t 

En un circuito eléctrico que contiene una resistência eléctrica R , un condensador de 
capacitancia C y una fuente, se establece una corriente eléctrica que varia al cargar y al 
descargar el condensador. En esta experiencia se mide la diferencia de potencial AV entre 
los extremos dei condensador. En el proceso de carga y descarga, el potencial AV cambia 
con el tiempo. En el proceso de descarga, el tiempo r que demora el condensador en pasar 


de un valor inicial AV n a un valor 


AVç, 

V e J 


f AVn 3 

-— se llama tiempo de descarga dei 

2.7183 J 


condensador. 

Lea en el gráfico “diferencia de potencial en función dei tiempo” para la curva de descarga, 
el valor experimental dei tiempo r. Compare el resultado obtenido con el valor teórico 
dado por T = RC . 


-A/W- 


+q 

-q 




íi 


rr-i-| ................ i | , 
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Universidad de Tarapaca 
Facultad de Ciências 
Departamento de Física 


Laboratorio N° 4: Conexión de condensadores , Ley de Ohm y Circuitos 
Electromagnetismo Ingeniería Plan Común 


Objetivos 

1. Determinar experimentalmente la capacitancia equivalente C E en conexiones de 
condensadores en serie y en conexiones de condensadores en paralelo, utilizando los 
valores medidos de las constantes de tiempo T individuales y en las conexiones 
serie y paralelo. 

2. Estudiar las características de los circuitos en serie y en paralelo. 

3. Determinar experimentalmente si un conductor es óhmico o no óhmico. 


Actividad 1: Conexión de Condensadores 


1.1. - Montar el circuito mostrado en la figura 1 usando un tablero de conexiones, el 
programa Data Studio y un sensor de voltaje. 

Los condensadores que utilizará tienen polaridad por lo tanto debe asegurarse que la 
conexión de ellos esté correcta. 

1.2. - Abra la gráfica de voltaje en función dei tiempo. 

Nota: En los circuitos de las figuras 1, 2 y 3 los condensadores son de capacitancia 
47 jUF y 100 jilF . La resistência eléctrica es de 10 k Ohm 

1.3. - Determine la constante de tiempo T dei circuito RC de la figura 1 para cada 
condensador de la misma forma que lo hizo en el laboratorio anterior. 
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Figura 1. Circuito RC con un condensador 

1.4.- Determine la constante de tiempo T dei circuito RC mostrado en la figura 2 



Figura 2. Circuito RC con dos capacitores en serie 

Con los valores de las constantes T individuales y con el valor de la constante T de la 
conexión en serie, determine la capacitancia equivalente C E a través de la expresión 
T = RC y concluya al respecto. 

1.5.- Determine la constante de tiempo r dei circuito mostrado en la figura 3 y repita el 
procedimiento anterior para determinar la capacitancia equivalente C E de la conexión en 
paralelo y concluya al respecto. 
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Figura 3. Circuito RC con dos capacitores en paralelo 


Actividad 2: Circuitos 


2.1. -Utilizando el mismo tablero de circuitos de la actividad anterior, arme un circuito en 
serie con dos ampolletas como resistências y dos pilas como fuentes de energia. 

Mida con un amperímetro la corriente total dei circuito, la corriente que circula por cada 
ampolleta y verifique si se cumple la relación: I total = /, = / 2 


Mida con un multitester la diferencia de potencial en los extremos de las pilas y luego en 
los extremos de cada ampolleta y verifique si se cumple la relación: V total =V l +V 2 +V 3 

2.2.-Utilizando el mismo tablero de circuitos de la actividad anterior, arme un circuito en 
paralelo con las dos ampolletas como resistências y pilas como fuentes de energia. 

Mida con un amperímetro la corriente total dei circuito, la corriente que circula por cada 
ampolleta y verifique si se cumple la relación: I total =I X +I 2 

Mida con un multitester la diferencia de potencial en los extremos de las pilas y luego en 
los extremos de cada ampolleta y verifique si se cumple la relación: V total = V l =V 2 
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Actividad 3: Ley de Ohm, materiales óhmicos y materiales no óhmicos 

3.1. -ETtilizando el mismo tablero de circuitos de la actividad anterior, arme un circuito en 
serie con 1 alambre de konstantán como resistência , pilas como fuentes de energia y un 
reóstato para variar el voltaje de la fuente. 

Mida con un amperímetro la corriente que circula por el conductor y la diferencia de 
potencial en los extremos de éste. 

Varie el voltaje usando el reóstato y repita el procedimiento hasta obtener 6 valores de 
corriente y de voltaje. Tabule los datos y grafique V = /(/). 

Escriba la ecuación de la gráfica resultante y senale qué representa la pendiente de la recta. 

De acuerdo a la Ley de Ohm, un material es óhmico si su resistência no varia y el rango de 
validez de ésta ley es sólo si la gráfica V = /(/) es una recta. 

3.2. - Repita la experiencia reemplazando el conductor (alambre de konstantán) por una 
ampolleta y de acuerdo a la gráfica resultante, determine si la resistência de la ampolleta 
cumple con la ley de Ohm. 
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Laboratorio N° 5: Magnetostática 
Electromagnetismo Ingeniería Plan Común 


Objetivo: 

• Estudiar algunas de las características básicas dei campo magnético. 

• Obtener experimentalmente la configuración dei campo magnético en imanes. 

• Estudiar experimentalmente el campo magnético creado por un alambre con 
corriente. 

• Estudiar experimentalmente el campo magnético creado por una bobina con 
corriente. 

• Estudiar las fuerzas magnéticas entre imanes y entre alambres con corriente. 

• Determinar experimentalmente el valor dei campo magnético terrestre 


Actividad 1: Configuración dei campo magnético en imanes y en bobinas con corriente. 


La manera de visualizar los campos magnéticos es a través de limaduras de hierro y por la 
posición que adopta una brújula frente a la presencia de campos magnéticos existentes. 

Dibuje las configuraciones de los campos magnéticos que están dispuestos en la mesa de 
trabajo dei laboratorio y discuta con su grupo de trabajo las características más importantes 
que observa en ellos y determine la dirección de las líneas de campo en cada uno de los 
casos ayudándose con una brújula. 


Actividad 2.- Experiência de Oersted 

Determinar y dibujar la forma dei campo magnético 
existente en un conductor rectilíneo, utilizando una 
brújula. Observar que sucede con el campo magnético a 
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medida que la brújula se aleja dei conductor. 

Actividad 3: Estúdio cualitativo dei campo magnético variando el número de espiras para 
una corriente constante y para un número fijo de espiras y corriente variable. 

Enrolle una vuelta de un alambre con corriente en un bastidor que rodea una placa de 
aluminio sobre la cual está puesta una de papel polar que ayudará a medir el ângulo de 
desviación de la aguja de la brújula puesta en el centro de la placa. 

Inicie el estúdio dei campo magnético primero con una espira con corriente y ayudándose 
con una brújula, marque el ângulo de desviación de la aguja de ésta. Luego dejando 
constante la corriente aumente el número de espiras y compare el ângulo de desviación 
observado en la brújula con el caso anterior y concluya al respecto. 

Repita la experiencia pero ahora deje constante el número de espiras y aumente el valor de 
la corriente unas tres veces y concluya respecto al valor dei campo magnético de acuerdo a 
los ângulos de desviación marcados en el papel polar. 

Actividad 4.- Fuerzas magnéticas entre alambres con corriente 


Estudiar y dibujar las fuerzas magnéticas entre alambres con corriente en la misma 
dirección y en direcciones opuestas 

Actividad 5: Estúdio dei campo magnético terrestre 


El campo magnético en el centro de una bobina compuesta de N vueltas y cuyo radio es R 
está dado por: 

<u 0 NI 


B b = 


2 R 


Entonces el campo magnético terrestre Bt puede ser determinado de la siguiente manera: 


389 



2.3.2 Guias de Laboratorio 


a) Se orienta el plano de la bobina a lo largo dei meridiano magnético Norte - Sur. 

b) Al hacer circular corriente por la bobina, la aguja de la brújula se orientará a lo 
largo dei vector que resulta de la suma vectorial de los campos B T y B b , formando 
una ângulo a con la línea Norte- Sur. Luego se cumplirá que: 


tga = 


M 0 N 7 

2 RB t 


Donde N es el número de vueltas de la bobina, R es el radio de la bobina y p 0 es la 
constante de permeabilidad magnética. 

Procedimiento: 


• Realizar el montaje que indica la figura y orientar la bobina y la 
brújula en la misma dirección dei meridiano Norte - Sur. 

• La aguja más larga es para medir el ângulo y debe estar 
inicialmente en cero. 

• La aguja magnética esta pintada de Rojo - Negro que 
corresponde a polos Norte - Sur, respectivamente. 

Asegúrese que la fuente y el amperímetro estén lo más lejos 
de la brújula. 

• Conectar la fuente a la bobina de N=2 vueltas y utilizar el amperímetro de 0 - 1 [A]. 

• Hacer circular una corriente I por el circuito. 

• Leer cada valor de intensidad de corriente I correspondiente a un ângulo a. 

• Obtener 6 valores de corriente I y ângulo a (se recomienda no usar ângulos mayores 
de 60 °) y construir una tabla que contenga los resultados obtenidos. 

• Calcular tg a y tabular los resultados. Graficar tg a v/s I. 

• A partir de la pendiente dei gráfico determine el campo magnético B T . Comparar el B T 
obtenido con el valor teórico. 
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Laboratorio N° 6: Campos magnéticos 
Electromagnetismo Ingeniería Plan Común 


Objetivos: 

• Determinar el campo magnético de un solenoide midiendo experimentalmente la 
fuerza sobre una espira con corriente puesta dentro dei campo generado por el 
solenoide y analizar los factores que influyen en la magnitud de la fuerza. 

• Estudiar experimentalmente el campo de las bobinas de Helmholtz utilizando 
teslámetro que está conectado a la sonda Hall. 


Actividad 1: Campo magnético de un solenoide (bobina) 

1. - Arme el circuito que muestra la figura, previa lectura de la guia, y luego que lo revise el 
profesor de laboratorio. 

2. - Antes de conectar el circuito, asegúrese que la espira esté centrada, en equilibrio 
horizontal y en libertad de movimiento. 

4. - Conecte la polaridad dei solenoide y la espira de tal forma que la parte de la espira en el 
interior dei solenoide experimente una fuerza hacia abajo. 

5. - Realice un diagrama vectorial en el cual indique claramente la dirección y sentido de las 
corrientes, tanto en la espira como en el solenoide, campo magnético en el solenoide y 
fuerzas ejercidas sobre la espira. Considere en su análisis la expresión F = 11 xB 

6. -La corriente que debe circular por el solenoide es una corriente constante I B = 4 [A] y por 
la espira una corriente inicial I E = 1 [A]. Para ello, utilice los reóstatos que se encuentran en 
los circuitos respectivos. 

7. - Para determinar la fuerza debida al campo magnético dei solenoide, equilibre la espira 
colgando de su extremo exterior trozos de hilo. 

8. - Equilibrada la espira, mida la masa dei hilo utilizado y determine la magnitud de la 
fuerza magnética sobre la espira como: F M = mg . 
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9. - Repita el procedimiento dejando constante la corriente en el solenoide, pero variando la 
corriente en la espira para valores menores que 1 [A]. 

10. - Tabule los datos y grafique “Fuerza magnética F M en función de la corriente por la 
espira Ie. Exprese la fuerza en Newton y la corriente en Ampere. 

11. - Encuentre la relación matemática F M = f (I E ) y comente qué representa la pendiente 
de la recta. 

12. - Basándose en la expresión F = 11xB y F M = f (I E ), determine la magnitud dei campo 
magnético dei solenoide y compare su valor con el obtenido usando la expresión: 
g _ FtJ b n 

4 


Datos: ju 0 = Aicx\() 


“ N~ 

= \nx\VF 1 

~Wb~ 

_ A 2 _ 


Am 


= la permeabilidad magnética en el vacío; n = 


540 vueltas y el largo de la bobina L B = 0,15 m. 




' 

o ^ 

O 



r 
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Actividad 2: Estúdio dei Campo magnético de las bobinas de Helmholtz (Demostrativo) 

Introducción. El campo magnético creado por dos bobinas de Helmholtz puede ser 
complicado de hallar. Sin embargo, la solución es más sencilla si reducimos los puntos de 
medida a aquellos que se encuentran en su eje común. Tomando como base la expresión dei 
campo magnético en una bobina podremos obtener el campo magnético en los puntos dei 
eje que une sus centros. Siguiendo el esquema de la siguiente figura: 
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Podremos decir que: 

D — -Bj + B-, 

■ n ■ 1 ■ r 2 


B,= 


2- 


2 

f 

aV 

r 4- 

s- 

- 

L 

V 

v \ 


B 2 = 


Ai n l r‘ 


r 3 + 


' a' 

s+ - 

\ 


> -.3 


Obtenemos, pues, que la expresión dei campo magnético en puntos dei eje común de dos 
bobinas se corresponde con: 
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B _ u 0 n-Ir 


2 


r 2 + 


( crf' 

S- — 

V 


—3 


r 2 + 


( a> 2 ' 

s + - 

V 2y 


—3 


2.1. Montaje y ajuste de los elementos 

El montaje necesario para realizar los dos experimentos en esta práctica se implementa un 
generador de tensión continua que proporciona ei voltaje adecuado a un circuito formado 
por una o dos bobinas. Para poder ajustar la intensidad de corriente conectaremos en serie 
con las bobinas un amperímetr. Variando la diferencia de potencial en la salida dei 
generador obtendremos la intensidad deseada. Esta corriente generará a su paso por las 
bobinas un campo magnético que podrá ser medido por un teslámetro conectado a una 
sonda Hall. 

Es necesario calibrar el teslámetro para que las medidas tengan una precisión adecuada. 
Esto se hará de la siguiente manera: 

• Aislamiento de la sonda Hall frente a cualquier campo externo y ajuste dei cero de 
la escala. 

• Calibrar la sonda Hall mediante un campo magnético conocido proporcionado por 
una bobina de calibrado. 

2.2. Obtención experimental de la permeabilidad magnética dei vacío /u 0 . 

El circuito está formado por el generador, el amperímetro y una única bobina. Su 
distribución será la de la siguiente figura: 
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Regia 


Teniendo en cuenta lo anterior procederemos como sigue: 

• Conectaremos adecuadamente el circuito. 

• Situaremos la sonda de Hall en el centro de la bobina de forma que la pértiga que 
sustenta la sonda se encuentre en el plano perpendicular al que se encuentra la 
bobina. 

• Tomaremos valores dei campo magnético utilizando el teslámetro que está 
conectado a la sonda Hall. Anotaremos, al menos 10 valores uniformemente 
distribuidos, variando el valor de la corriente desde 0 hasta un valor que 
consideremos adecuado, no superior a IA. 

• Representaremos los valores dei campo magnético en función de la corriente en una 
gráfica. 

• Obtendremos los valores característicos de la recta de regresión y la 
representaremos igualmente en la gráfica anterior. 

Sabemos que la expresión dei campo magnético en el centro de la bobina se ajusta a la 
expresión: 

B 
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Si hacemos constantes todos los valores de la formula (radio de bobinas, número de 
espiras) tendremos un expresión dei tipo, B = k * I, donde k es la pendiente de la recta que 
se obtendría de representar el valor dei Campo magnético para diferentes valores de 
corriente. Como 



se obtendrá fácilmente la permeabilidad magnética dei vacío. Ésta es: 



2.3. Comprobación de las características dei campo magnético generado por dos 
bobinas de Helmholtz. 

El circuito está formado por el generador, el amperímetro y dos bobinas. Su distribución 
será la de la siguiente figura: 
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Teniendo en cuenta lo anterior procederemos como sigue: 

• Conectaremos adecuadamente el circuito. 

• Situaremos la sonda de Hall en diferentes puntos a lo largo dei eje común de las 
bobinas de forma que la pértiga que sustenta la sonda se encuentre situada tal y 
como muestra la figura. 

Los siguientes pasos se repetirán tres veces. La primera para a = r, la segunda para a > r y la 
tercera para a < r : 

• Tomamos valores dei campo magnético utilizando el teslámetro que esta conectado 
a la sonda Hall. Anotaremos al menos 15 puntos variando el valor de la distancia dei 
extremo de la sonda Hall al centro de ambas bobinas. El valor de la corriente será 
siempre el mismo, 600 mA. 

• Representaremos los valores dei Campo Magnético en función de la distancia. 

• Obtendremos mediante una técnica adecuada la curva estandar que mejor se ajuste a 
los puntos experimentales. 

Analizamos los resultados obtenidos en función de los elementos significativos que 
aparecen en cada una de las curvas (máximos, mínimos, puntos de inflexión, asíntotas, 
zonas constantes) 
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Laboratorio N° 7: Inducción magnética 
Electromagnetismo Ingeniería Plan Común 

Objetivos: 

• Realizar experimentos para estudiar las características de la inducción magnética 
(ley de Faraday -Lenz.) 

• Estudiar el principio de funcionamiento de los transformadores. 

• Conocer el comportamiento de transformadores elevadores y reductores de tensión. 

• Relacionar el número de vueltas con la tensión y la corriente. 

Actividad N° 1 

Conectar un sensor de voltaje a una bobina de 600 vueltas y con el programa de Data studio 
monitoree lo que sucede cuando introduce y saca un imán dentro de la bobina varias veces. 
Comente y dibuje lo que observa. Cambie la polaridad dei imán y repita el procedimiento 
anterior, ^qué observa ?. 

Ahora deje quieto el imán y mueva la bobina acercándola y alejándola dei imán. Concluya 
respecto a lo observado. 

Ahora deje quieto el imán y la bobina. Explique lo que sucede y concluya respecto a lo 
observado en todo el experimento. 

Actividad N° 2 

Armar un imán artificial, utilizando una fuente de corriente continua, un reóstato y una 
bobina de 600 vueltas. 

Mida la intensidad dei campo magnético con un teslámetro. 
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Deje fijo el teslámetro dentro de la bobina y mueva el cursor dei reóstato hacia adelante y 
hacia atrás. <;,qué observa en la lectura dei teslámetro? 

Luego introduzca un núcleo de hierro en la bobina. <^Qué pasa con el campo magnético de 
acuerdo a lo que marca el teslámetro?. Concluya al respecto. 

Repetir la experiencia anterior pero con corriente alterna, de manera que la diferencia de 
potencial de entrada sea la misma que para el caso contínuo ^Qué ocurre si ubica frente a la 
bobina una brújula?. Explique lo observado. 

Ponga frente a la bobina con corriente alterna, una bobina que no está conectada a ninguna 
fem. Para estudiar los efectos dei flujo magnético variable sobre esta bobina, conéctela al 
sensor de voltaje y observe y dibuje lo que sucede. 

Reemplace el sensor de voltaje por una ampolleta y un reóstato conectados en serie con la 
bobina. Explique por qué se enciende la ampolleta. Estudie la luminosidad de la ampolleta 
moviendo el reóstato. 

Actividad N° 3 Aplicaciones de la Ley de Faraday - Lenz 

Lo que interesa es que varie el flujo que atraviesa la bobina conectada al 
miliamperímetro, sin importar cuál sea la razón de ello. 

Las actividades realizadas anteriormente, se pueden resumir como se muestra en las figuras 

• Introducir y sacar el imán de la bobina, probando con los dos polos 

• Dejar fijo el imán y que sea la bobina la que se acerque y se aleje, probando también con 
ambos polos 

• Abrir y cerrar un circuito accionando el interruptor 

• Modificar la intensidad de corriente de un circuito mediante una resistência variable o 
haciendo circular por él una corriente alterna (AC). 
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También conexión a AC 



Puede resultar interesante realizar mediciones con multímetros en el primário y el 
secundário de un transformador, contrastar resultados y proporcionar una explicación 
sencilla, basada en la conservación de la energia. 



T 


Primário 




Secundário 


Así mismo, se puede plantear el siguiente montaje demostrativo, que hace uso de un 
osciloscopio y dos bobinados con número diferente de espiras (transformador). 
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El propósito, en todo caso, es constatar cualitativamente, de una u otra forma, la ley de 
Faraday-Lenz, en sus distintas perspectivas. 


T ransformadores 


Esquema de transformadores 




1 

J 


* 



Conecte una fuente de corriente alterna a una bobina de /V, vueltas (circuito primário). 
Formar un segundo circuito con otra bobina de N 2 vueltas (circuito secundário). Coloque 
ambas bobinas en un núcleo en U cerrado. Mida la intensidad de corriente con un 
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amperímetro de corriente alterna y la caída de tensión en cada bobina con un voltímetro de 
corriente alterna. 

Utilice reóstatos de 85 £1 , amperímetros de 0-250 mA y de 0-1 A y Voltímetros de 0-10 
Volt y de 0 -150 Volt según corresponda. 

Nota: el profesor debe revisar los circuitos antes de iniciar las mediciones. 

Primer caso: Transformador elevador de voltaje y reductor de corriente 

Np = 300 vueltas y Ns = 600 vueltas 

Repita la experiencia para: Np = 300 vueltas y Ns = 1200 vueltas 

Segundo caso: Transformador reductor de voltaje y elevador de corriente 

Np = 600 vueltas y Ns = 300 vueltas. 

Repita la experiencia para: Np = 1200 vueltas y Ns = 300 vueltas 
De acuerdo a los resultados de los casos estudiados verifique las relaciones: 


V N, 


V. N. 


N„ 
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